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Negli ultimi decenni si è assistito ad un crescente sviluppo di modelli, sempre più complessi e 
raffinati, del sistema cardiocircolatorio. L’interesse verso tali modelli è legato innanzitutto 
alla possibilità di meglio comprendere/studiare le numerose patologie che colpiscono il 
sistema cardiovascolare, aventi un alto indice di incidenza e mortalità, ed ha portato alla 
sempre più stretta interazione tra la medicina e l’ingegneria. 
In letteratura, il problema è stato affrontato sia dal punto di vista strutturale sia 
fluidodinamico; in studi più recenti il problema viene affrontato anche considerando 
l’interazione tra questi due domini (Fluid Structure Interaction). L’obiettivo di tali ricerche è 
quello di ottenere una descrizione così dettagliata dei fenomeni riguardanti l’emodinamica da 
poter ricavare dalle simulazioni informazioni utili per fare valutazioni anche riguardanti 
specifici casi clinici. 
In questo lavoro di Tesi sono state condotte simulazioni numeriche sia di tipo fluidodinamico 
che di interazione fluido-struttura, utilizzando il codice agli Elementi Finiti Ansys. 
In particolare, partendo da un’analisi solo fluida, in maniera da capire i parametri più 
indicativi e fondamentali in gioco e su cui agire, si sono confrontati i risultati ottenuti dal 
codice con la soluzione teorica di Poiseuille presente in letteratura. A tale modello è stato 
affiancato un modello di parete molto rigida, al punto da non risentire in maniera rilevante le 
pressioni esercitate dal fluido, per controllare e verificare il corretto settaggio delle 
impostazioni della simulazione d’interazione fluido-struttura. Dopodiché riducendo ancora il 
coefficiente di elasticità, fino a un valore ragionevolmente realistico, e aumentato il valore 
delle pressioni agenti sul fluido, fino al valore medio di pressione presente nel tratto di arteria 
di riferimento, si è andato a simulare il meccanismo d’interazione presente in un vaso. 
Il lavoro è stato così organizzato e suddiviso: 
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 Descrizione degli elementi e dei parametri base del sistema circolatorio umano 
(Capitolo 1); 
 Formulazioni delle basi teoriche del moto di un fluido all’interno di un condotto 
(Capitolo2); 
 Modellazione dei due distinti domini (fluido e strutturale) attraverso il metodo agli 
elementi finiti (Capitolo3); 
 Simulazioni del dominio solo fluido in ambiente ANSYS FLOTRAN (Capitolo 4) e in 
ambiente ANSYS CFX (Capitolo 5); 
 Simulazioni d’interazione fluido-struttura in ambiente ANSYS FLOTRAN (Capitolo 
6) e in ambiente ANSYS CFX (Capitolo 7). 
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1.1 Il sistema circolatorio 
 
Il sistema cardiovascolare umano ha il compito di fornire il sangue agli organi e il suo corretto 
funzionamento è ovviamente cruciale e dipendente da molti parametri. 
I principali elementi del sistema cardiovascolare sono: 
 Cuore 




Da un punto di vista meccanico si può parlare dei vasi sanguigni come un sistema chiuso, 
caratterizzato da una funzione aspirante e una premente. Il sistema circolatorio è suddiviso in 
un sistema ad alta pressione e in un sistema a bassa pressione. Il primo è costituito dal 
sistema arterioso, mentre, il secondo è costituito dal sistema venoso [1]. 
I vasi sanguigni creano due circuiti distinti (Figura 1-1), per una lunghezza totale di circa 96 
km: 
 la piccola circolazione, comincia dal ventricolo destro del cuore, dal quale si origina 
l’arteria polmonare. Questa si suddivide in due tronchi che vanno nei due polmoni 
ramificandosi in capillari. Questi, a loro volta, confluiscono in vasi sempre più grandi, 
fino alle quattro vene polmonari che confluiscono all’atrio sinistro del cuore; 
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 la grande circolazione, comincia dall’arteria aorta, la quale tramite il letto arterioso si 
distribuisce a tutto il corpo. 
L’ossigenazione e il trasporto delle sostanze nutritive sono garantiti all’organismo da 
un’adeguata pressione della circolazione sanguigna, regolata da [2]: 
 contrazione e frequenza cardiaca. Un’attenta analisi rivela che individui sani hanno 
frequenze cardiache che variano considerevolmente anche a riposo. In giovani adulti, 
la frequenza cardiaca, che in media è di circa 60 battiti al minuto, può variare 
addirittura di 20 battiti al minuto nel giro di pochi secondi; 
 quantità di sangue presente in circolo. In ogni individuo è approssimativamente pari al 
7-8% del proprio peso corporeo. In un uomo adulto si aggira tra i 4.5 e i 5 litri; 
 capacità dei vasi di regolare il loro diametro; 
 corretto controllo del sistema nervoso. 
 
Figura 1-1 Sistema circolatorio. 
La pressione arteriosa nel sistema è determinata da due forze contrapposte: una centrale (la 
forza della pompa cardiaca) che spinge verso la periferia; e un’altra periferica e contrapposta 
(le resistenze vascolari) che si oppone al progredire del flusso di sangue. Ne risulta che, la 
pressione arteriosa, PA, è il prodotto di due fattori [3]: 
 PA GS RP  (1.1) 
dove 
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GS gittata sistolica, quantità di sangue espulsa dal ventricolo sinistro a ogni 
contrazione; 
RP resistenze periferiche. 
Più è grande il diametro di un vaso e minore è la resistenza che offre. In altre parole, 
l’andamento della pressione sanguigna diminuisce leggermente dal cuore verso le arteriole. 
Da queste all’atrio destro del cuore, la pressione cade velocemente fin quasi allo zero. Il 
ritorno del sangue al cuore è garantito dalla pompa muscolare e dalla pompa toracica: durante 
l’inspirazione, infatti, viene a svilupparsi nel torace una pressione negativa che facilita 
l’aspirazione di sangue da parte dell’atrio destro (Figura 1-3) [7]. 
  
Figura 1-2 Andamento pressione e velocità. 
Il cuore, però, funziona come una pompa intermittente: il suo ciclo di lavoro ha due grandi 
fasi, la diastole, o rilasciamento, quando si riempie, e la sistole, o contrazione, quando si 
svuota. Si definisce, quindi, la portata cardiaca, PC, come la quantità di sangue che il cuore 
riesce a spingere in circolo, espressa da: 
 PC GS FC  (1.2) 
dove 
GS gittata sistolica 
FC frequenza cardiaca, cioè numero delle contrazioni del cuore per minuto. 
Quando, invece, il corpo umano deve produrre uno sforzo (anche l’emozione è uno sforzo), 
occorre una maggiore attività e quindi un maggiore apporto di ossigeno ai tessuti. Di 
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conseguenza la portata cardiaca potrà aumentare anche di 5-6 volte, raggiungendo così anche 
il valore di 25-30 litri al minuto in soggetti molto bene allenati. Per farlo, poiché il valore GS 
può aumentare solo di poco (più di una certa quantità per contrazione il ventricolo sinistro non 
potrà pompare) aumenterà, anche di molto, la FC. Se la portata cardiaca aumenta, secondo 
una certa logica, anche la pressione del sangue dovrebbe aumentare di 5-6 volte, 
raggiungendo valori del tutto incompatibili con la vita dell’uomo. Questo non avviene perché, 
in tale circostanza, si riducono le resistenze periferiche, anche se non in modo uniforme in 
tutti i distretti. Di conseguenza, per aumentare la portata cardiaca deve aumentare il più 
possibile la frequenza cardiaca, la quale è controllata dalla stimolazione simpatica (sistema 
nervoso autonomo) [3]. Fisiologicamente la frequenza cardiaca massima raggiungibile è data 
dal seguente valore stimato grossolanamente per eccesso: 
 FC = 220    età in anni  (1.3) 
 
 
1.1.1 Il cuore 
 
Situato tra i due polmoni, subito dietro allo sterno, ma sensibilmente spostato a sinistra, il 
cuore umano ha schematicamente la forma di un tronco di cono schiacciato e rovesciato, alto 
circa 12 cm. Ha un volume che approssimativamente corrisponde al pugno chiuso della 
persona stessa e un peso compreso tra i 200 e i 350 grammi. 
 
Figura 1-3 Sezione cardiaca. 
Il cuore è avvolto da un sacco formato da due strati, dei quali il più esterno, o pericardio, lo 
mantiene fissato al diaframma e alle pareti toraciche, ma contemporaneamente gli permette 
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ampi movimenti. La muscolatura cardiaca, o miocardio, non è comandata da impulsi 
volontari, ma da impulsi elettrici ritmici provenienti da speciali cellule muscolari situate nella 
parete dell’atrio destro (nodo senoatriale). All’interno del cuore (Figura 1-3) ci sono quattro 
cavità, due superiori, atri, e due inferiori, ventricoli; ogni atrio comunica con il rispettivo 
ventricolo mediante una valvola ma non esiste comunicazione fra i due atri o fra i due 
ventricoli [6]. 
Si definisce ciclo cardiaco, il periodo che intercorre tra l’inizio di una contrazione cardiaca 
completa e l’inizio della successiva (Figura 1-4). La contrazione atriale e quella ventricolare 
avvengono con un ritardo di 0.1 secondi, ciò permette agli atri di contrarsi e di pompare 
sangue nei ventricoli prima che in essi avvenga la contrazione [4]. 
 
Figura 1-4 Ciclo cardiaco. 
Anche se, in realtà, il funzionamento del cuore è molto più complesso e vario, 
schematicamente si può riassumere il ciclo cardiaco in quattro fasi [2]: 
1° fase Riempimento o diastole ventricolare o perisistole 
 pressione intraventricolare inferiore a quella atriale 
 apertura valvole atrio-ventricolo (A-V) 
 riempimento ventricolare 
 contrazione atriale 
 chiusura valvole atrioventricolari 
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2° fase Contrazione isovolumetrica dei ventricoli 
 valvole A-V e arteriose chiuse 
 contrazione ventricolare isovolumetrica 
3° fase Eiezione o contrazione isotonica ventricolare 
 apertura valvole arteriose 
 espulsione del sangue 
 caduta della pressione intraventricolare 
 chiusura valvole arteriose per vortici reflui 
4° fase Rilasciamento isovolumetrico 
 rilasciamento ventricolare 
 pressione ventricolare inferiore a quella atriale 
 apertura valvole atrio ventricolare 
 
 
1.1.2 Il sistema arterioso e venoso 
 
Arterie e vene sono tra loro collegate attraverso i capillari, i quali s’irradiano dai rami arteriosi 
più piccoli, le arteriole, e si portano ai più piccoli rami venosi, le venule. 
Nelle vene il sangue circola in senso centripeto (dalla periferia al cuore), mentre nelle arterie 
il circolo avviene in senso opposto. 
 
Figura 1-5 Vasi sanguigni. 
Un generico vaso sanguigno (Figura 1-5), come tutti gli organi cavi, ha una struttura a 
tonache sovrapposte formata da una tonaca intima, una tonaca media e una tonaca avventizia 
e una sierosa (Figura 1-6) [6]. 
La tonaca intima o interna contiene l’endotelio che è uno strato di cellule epiteliali di tipo 
squamoso a contatto diretto con il sangue. Le cellule epiteliali sono piatte (senza spazi 
intercellulari) e formano una superficie che minimizza il contatto fra sangue e vaso [8]. 
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Alla tonaca intima segue la tonaca media, che è la parte che caratterizza strutturalmente e 
funzionalmente il vaso. La tonaca media, più o meno spessa, è formata da uno stroma 
connettivale di fibre di collagene che sostiene le fibre elastiche e da cellule muscolari lisce 
orientate a spirale. Uno dei due tessuti può prevalere sull’altro: nell’aorta, ad esempio, la 
tonaca media è prevalentemente elastica, nella vena cava inferiore è prevalentemente 
muscolare. 
 
Figura 1-6 Confronto istologico Arteria-Vena. 
La tonaca avventizia è lo strato esterno del vaso, più sottile della tunica media e più rigida, ed 
è composta principalmente da fibre di collagene non compatte. È costituita inoltre da fibre 
nervose, vasi linfatici e, nel caso di grossi vasi, da un sistema di piccoli vasi detti vasa 
vasorum deputati al trasporto di ossigeno e sostanze nutrienti ai tessuti esterni della parete del 
vaso. Questo strato protegge il vaso e permette l’ancoraggio ad altre strutture formando una 
sorta di continuità tra vaso e altri tessuti del corpo. Le arterie, rispetto alle vene, hanno sempre 
una parete più spessa, a parità di calibro. Man mano che diminuisce il calibro, diminuisce lo 
spessore della tonaca media, che diventa prevalentemente muscolare per favorire attivamente 
la progressione del sangue, e della tonaca avventizia, fino ad arrivare ai capillari dove rimane 





A grandi linee, le arterie possono essere considerate come tubi cavi con diametri molto 
variabili e possono essere suddivise in: 
 Grandi arterie, o arterie elastiche, sono grossi vasi di diametro superiore a 2.5 cm. 
  
17 Elementi di anatomia e fisiologia del sistema cardiovascolare 
Esse si deformano sotto la pressione del sangue e attraverso la quale sono capaci di 
immagazzinare l’energia elastica durante la fase sistolica e di cederla durante la fase 
diastolica. Come risultato di ciò, si ha che il flusso di sangue è molto più regolare di 
quanto potesse esserlo se le arterie fossero state rigide. In tale tipo di arterie le 
problematiche dell’interazione fluido-struttura sono aggirate considerando il sangue, 
un fluido omogeneo con comportamento standard, fluido newtoniano, e la parete 
considerata elastica o leggermente viscoelastica. 
 Medie arterie, chiamate anche arterie muscolari o di distribuzione. Sono 
generalmente considerate rigide (tranne che all’interno del cuore, dove il movimento 
dei vasi è determinato dalle contrazioni del cuore stesso). Tuttavia, in esse, il sangue 
inizia a mostrare il suo comportamento non newtoniano, tipico di un flusso 
assottigliato. Un’arteria muscolare ha un diametro di circa 0.4 cm. Ha la tunica media 
più spessa in proporzione al proprio diametro con un maggior contenuto di muscolo 
liscio, più attiva nella vasocostrizione e meno estensibile rispetto alle arterie elastiche. 
 Arteriole, hanno un’importante attività muscolare con lo scopo di regolare il flusso di 
sangue alla periferia. La tonaca media delle arteriole è formata da uno strato 
incompleto di muscolatura liscia, che le rende capaci di modificare il proprio 
diametro, modificando la pressione sanguigna e la quantità di sangue che vi affluisce. 
 Capillari. Hanno una lunghezza media di 1 mm e un diametro medio è di 8-10 µm tale 
da permettere ai globuli rossi di passare uno per volta. A causa delle ridottissime 






Dal punto di vista meccanico il sistema venoso è stato assai meno studiato rispetto a quello 
arterioso, nonostante che, in condizioni normali, esso contenga circa l’80% del volume totale 
di sangue ed eserciti una rilevante influenza sulla regolazione della gittata cardiaca. 
A causa del loro ampio lume e della loro parete sottile, le vene possono immagazzinare anche 
grosse quantità di sangue; per tale ragione esse prendono il nome di vasi di capacitanza. 
Questi, in caso di rapida perdita di liquidi nel sistema circolatorio (per emorragia o eccessiva 
sudorazione), hanno acqua di riserva in modo che il circolo arterioso non subisca 
immediatamente una caduta pressoria. Nonostante, morfologicamente, il sistema venoso e 
quello arterioso presentino notevoli somiglianze, non mancano importanti differenze: 
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i. La pressione venosa è significativamente inferiore a quella che si realizza nelle arterie 
e, anche in condizioni fisiologiche, può essere minore di quella atmosferica. 
ii. Le pareti dei vasi venosi sono più sottili di quelli delle arterie di dimensioni 
comparabili e la loro estensibilità assume valori variabili su un intervallo assai più 
ampio. 
iii. Molte vene tra quelle di maggior calibro contengono valvole per evitare il flusso 
retrogrado. Le valvole venose (Figura 1-7) sono formate da estroflessioni di tunica 
intima e presentano le stesse caratteristiche e funzioni delle valvole semilunari 
cardiache [4]. 
 
Figura 1-7 Valvole venose. 
Sulla base delle loro dimensioni e delle caratteristiche istologiche, le vene sono classificate in 
cinque gruppi: 
i) venule post-capillare. Questi piccoli vasi non hanno alcuna tonaca muscolare, sono 
costituiti interamente da endotelio. 
ii) venule, hanno un diametro che varia da 8 a 100 µm e sono formate dall’unione dei 
capillari. Sono molto porose tanto che tutti gli elementi del sangue permeano 
attraverso le loro pareti. 
iii) vene piccole, oltre all’endotelio e alla lamina basale, sono forniti di periciti (tessuto 
contrattile). Rispetto agli altri tipi di vene, non hanno la tunica media, ma solo 1-2 
strati di tessuto muscolare. 
iv) vene medie, hanno lo stesso tipo di tunica intima di quelle di calibro maggiore. La 
tunica media è molto sottile ed è dotata di tessuto muscolare liscio. La tunica 
avventizia è più spessa che quella media e presenta un po’ di tessuto muscolare liscio e 
collagene. 
v) vene grandi, la loro tunica intima è ricoperta da endotelio, lamina basale e tessuto 
connettivo subendoteliale dotato di lamina elastica interna. La tunica media ha 4-5 
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strati di tessuto muscolare liscio e collagene. La tunica avventizia è spessa con poco 
tessuto muscolare liscio, molto collagene e alcune fibre elastiche [6]. 
Di conseguenza alle distribuzioni di pressione e portata di sangue minori di quelle che si 
realizzano nel sistema arterioso, le vene possono presentare pareti più sottili senza arrecare 
danni. Inoltre il fatto di avere un diametro maggiore rispetto alle arterie è una delle 
caratteristiche che permettono al sangue di ritornare al cuore, anche se la pressione è bassa. La 
pressione idrostatica e l’energia cinetica cardiaca residua determinano quindi il regime 
pressorio vigente all’interno del vaso venoso. In generale però, un vaso subisce anche una 
compressione da parte dei tessuti circostanti, detta pressione transmurale (pressione di 
distensione del vaso) definita come differenza tra la pressione intraluminale e la pressione 
extraluminale. Un aumento della pressione idrostatica determina una modificazione di tale 
pressione transmurale che si traduce in una progressiva distensione della vena che in 
posizione eretta del corpo (ortostatismo) passa da una superficie ellittica a circolare (Figura 1-
8). 
 
Figura 1-8 Progressiva distensione della vena in ortostatismo. 
Questo meccanismo consente un adeguato mantenimento del deflusso venoso. Esiste però un 
limite critico oltre il quale successivi incrementi di volume di sangue si traducono in 
consistenti aumenti di pressione. Sia la posizione eretta prolungata come, pure ad esempio 
l’ostruzione trombotica, riempie e distende le vene superficiali distali e per questo sono 
sempre di sezione circolare. In queste circostanze un aumento anche minimo del volume del 





In realtà il sistema cardiovascolare è un sistema pulsatile, la cui frequenza è regolata dal 
battito cardiaco, per cui, si preferisce utilizzare modelli che tengono conto anche della 
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variabile tempo, infatti, sia il volume che la pressione, e di conseguenza la portata, hanno una 
dipendenza dal tempo. 
Le pressioni in emodinamica, come si è visto, sono, in generale: 
 Pressione pulsatile del cuore; 
 Pressione transmurale, ptm, data dalla differenza di pressione tra l’interno e l’esterno 
della parete. 
Poiché i vasi sono deformabili la ptm può influenzare il fattore geometrico della legge di 
Poiseuille e modificare la resistenza al flusso. In particolare, in organi cavi con parete 
deformabile, come i vasi sanguigni, il riempimento deforma la parete e sviluppa una tensione 
come risposta all’allungamento. Secondo la legge di Laplace, la tensione circonferenziale 
nella parete, σ, dipende dalla pressione transmurale che tende a dilatare il vaso di raggio R e 
con parete di spessore t, secondo l’equazione: 
 tm( )p R t  (1.4) 
La parete di un vaso è in equilibrio quando la forza distendente ptm è bilanciata dalla tensione 
di parete. La ptm è sostenuta in parte dalla tensione passiva, dovuta all’elasticità del vaso, e in 
parte dalla tensione attiva, sviluppata dalla contrazione della muscolatura liscia della parete. 
Questa legge spiega perché i vasi di calibro ridotto, come i capillari, sono in grado di 
sostenere pressioni intravasali relativamente elevate, senza rompersi. 
Dal punto di vista energetico la deformabilità delle arterie permette di immagazzinare parte 
dell’energia cinetica del sangue, durante la sistole, sottoforma di energia potenziale elastica. 
La dilatazione delle arterie avviene, dunque, sottoforma di propagazione di un impulso 
elastico con velocità finita. Tale velocità dipende dal modulo di Young delle pareti ed è tanto 
maggiore quanto più le pareti sono rigide ed è, anche, molto maggiore della velocità del 
sangue che scorre in tali arterie. Tra le due velocità esiste una relazione di proporzionalità 
inversa, che è alla base del fenomeno dell’ipertensione negli anziani, infatti, l’elasticità delle 
arterie è inversamente proporzionale alla vita delle arterie stesse, quindi, una maggiore 
rigidità delle pareti implica una maggiore velocità di propagazione dell’impulso elastico e 
conseguentemente una minore velocità del sangue, che, a sua volta, implica una maggiore 
pressione [7]. 
Sempre a causa di tal effetto di deformabilità dei vasi e del regime pulsatile del cuore, per la 
circolazione di un fluido viscoso come il sangue, non è più possibile utilizzare la semplice 
modellizzazione che consiste nell’introduzione della resistenza idrodinamica, ma occorre 
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costruire un modello matematico che tenga conto di tutti i fenomeni descritti (elasticità dei 
vasi, anomalie della viscosità). 
La teoria di base per il moto pulsatile di un fluido viscoso in un tubo a sezione circolare 
uniforme è spesso denominata teoria Womersley poiché dovuta a John R. Womersley, 1957. 
Di seguito, nel Capitolo 2, si riportano le linee base di tale teoria per flussi pulsatili in 
condotti rigidi e deformabili. 
A titolo di esempio per avere un ordine di grandezza dei valori di alcuni parametri geometrici 
e idrodinamici cardiovascolari, si sono riportati, nelle successive tabelle (Tabella 1-1 e 1-2), 
alcuni valori che si riferiscono al cane, salvo quelli relativi ad arteriole, capillari e venule che 
sono stati misurati solo in mammiferi più piccoli dal Prof T. J. Pedley di Meccanica dei fluidi 
dell’Università di Cambridge [11]. 
Da notare che la misurazione dello spessore della parete dei vasi sanguigni non è un compito banale. 
Ciò è dovuto al fatto che non esiste una chiara linea che separa la tunica avventizia dai tessuti 
circostanti. Ciò significa che il processo di dissezione può influenzare i risultati. Un altro fattore che 
può influenzare le misurazioni è che i vasi si restringono quando rimossi dal corpo, così, al fine di 
ottenere dati affidabili, i vasi devono essere tesi alla loro naturale lunghezza prima di eseguire le 
misurazioni. La prima misura di spessore della parete è stata eseguita al microscopio, che ha l’ovvio 












































Lunghezza in vivo [cm] 5 20 15 10 
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10-20 
Area della sezione [cm
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] 2 1.3 0.6 0.2 0.2 
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Picco del numero di 
Reynolds 
4500 3400 1250 1000 --- 
Numero di Womersley 13.2 11.5 8 3.5 4.4 















Tabella 1-1 Tabella sinottica valori e parametri del sistema arterioso da [11]. 
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0.005-0.01 0.0002-0.0017 0.002-0.005 --- 
0.15 
0.06-0.28 
Picco del numero di 
Reynolds 
0.09 0.001 0.035 700 3000 
Numero di 
Womersley 
0.04 0.005 0.035 8.8 15 











Tabella 1-2 Tabella sinottica valori e parametri del sistema venoso da [11]. 
 
 
Figura 1-9 Aorta da [11]. 
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Un altro problema di questo metodo è che le sostanze chimiche utilizzate per la fissazione 
modificano in maniera rilevante le dimensioni del vaso stesso. Oggi, vi è una scelta di 
misurazione non-invasiva dello spessore di parete con gli ultrasuoni. Questo metodo è però 
limitato a misure di spessore comprendenti le tonache intima e media, perché il confine 
esterno della tunica avventizia non può essere distinto dal tessuto circostante, come accennato 
[11]. Si riportano anche in Figura 1-9 gli andamenti della velocità media e della pressione 
sanguigna in alcuni tratti indicativi dell’aorta1. 
 
 
1.2 Il sangue 
 
Il sangue è un tessuto connettivo che si presenta sia come emulsione (plasma) sia come 
sospensione (parte corpuscolare). In altre parole, il sangue è studiato in reologia, poiché non 
è completamente omogeneo, ma mostra un comportamento irregolare in funzione della 
velocità, della temperatura e di altri parametri [7]. Il sangue è guidato dalla forza 
gravitazionale e dai gradienti di pressione generati dal cuore, al quale si oppongono le forze di 
taglio dovute alla viscosità e ai fenomeni di turbolenza presenti nel sangue stesso [5]. 
Il plasma è composto per circa il 90% da acqua (mezzo che facilita la circolazione) in cui si 
trovano disperse numerose famiglie di proteine, che svolgono svariate funzioni: trasporto di 
sostanze, regolazione della coagulazione e altre; inoltre vi sono disciolti ormoni, elettroliti e 
gas. Il plasma costituisce il 55-60% del sangue e le cellule ematiche in esso sospese formano 
circa il 44% del volume dell’intero sangue. In particolare, le cellule ematiche, prodotte in gran 
parte dal midollo osseo e dalla milza, si dividono in [3]: 
 eritrociti o globuli rossi o emazie, hanno la funzione di trasportare l’ossigeno a tutte le 
cellule del corpo, sono 4.2-6 milioni per mm
3
; 
 leucociti o globuli bianchi, hanno il compito di difendere l’organismo dagli attacchi di 
agenti patogeni quali batteri o virus, sono 4.000-10.000 per mm
3
; 
 piastrine o trombociti, svolgono un ruolo essenziale nella coagulazione del sangue, 
sono 200.000-300.000 per mm
3
. 
In un adulto sano di media corporatura, il sangue ha una densità compresa tra 1.056 e 1.066 
g/cm
3
. Il plasma, invece, ha una densità relativa pari a 1.035 g/cm
3
 ed il valore della sua 
viscosità, µ, assumendone un comportamento newtoniano, si aggira attorno a 1.1 – 1.6 cp2. La 
viscosità del sangue aumenta all’aumentare dell’ematocrito, Ht, definito come la percentuale 
                                                 
1
 Nelle simulazioni successive si è preso il tratto innominate artery come modello di riferimento. 
2




, nel sistema CGS si misura in poise. 
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di volume di un campione di sangue occupato dai globuli rossi. In generale, l’uomo ha un 
ematocrito più alto della donna e il neonato più alto dell’adulto. 
 
Figura 1-10 Viscosità in funzione della percentuale di ematocrito. 
L’aumento di µ determina un aumento della resistenza al flusso, con conseguente aumento del 
lavoro cardiaco. Viceversa nelle anemie la viscosità tende a ridursi, come si nota dalla Figura 
1-10, con una relazione non lineare e con un rapido aumento di µ per valori di Ht > 45%. 
 
 
1.2.1 Modelli reologici 
 
La viscosità µ è inversamente proporzionale alla temperatura, a temperatura costante, si 
ottengono gli andamenti al variare della natura del fluido riportati in Figura 1-11. 
 
Figura 1-11 Comportamento dei fluidi. 
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dove la viscosità µ è costante rispetto al gradiente di velocità. 
La curva dei fluidi dilatanti identifica il comportamento detto tixotropico (curva b in Figura 1-
11), per esempio delle vernici, con una viscosità che diminuisce all’aumentare del gradiente di 
velocità. 













1 2 3 4, , ,a a a a  sono coefficienti sperimentali. 
Tuttavia esiste una teoria, più generale, valida per le sospensioni (ricavata per gli inchiostri) 
sviluppata da Quemada: 
 













K0 e K  sono i valori della viscosità del sangue corrispondenti ai valori estremi del 
range di  nel quale il sangue è assimilabile ad un fluido tixotropico; in particolare si 
assume per K0 un valore intorno a 100 (tipico di un asfalto) e per K  un valore di 4 
(tipico di sciroppi). 
C è l’inverso del tempo caratteristico di rilassamento del fenomeno dominante nelle 
sospensioni e, nel caso del sangue, rappresenta l’inverso del tempo necessario per 
formare o sformare rouleaux. 
La curva di Bingham (curva c in Figura 1-11), rappresenta il comportamento proprio di alcuni 
solidi che presentano un yield stress c , ossia, i caratteri peculiari della fluidità emergono solo 
da sollecitazioni sufficientemente elevate. Detto c  il valore critico dello sforzo tangenziale, 
per c  il fluido plastico di Bingham si comporta, di fatto, come una sostanza allo stato 
solido, rispondendo alla sollecitazione con una deformazione finita. Per valori di  > c  la 
risposta è invece una deformazione continua, cioè, il fluido si comporta come un fluido 
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newtoniano, o meglio, sopra il valore di soglia dello sforzo critico, 
c
, il sangue si comporta 
come un fluido pseudoplastico e l’equazione più semplice che rappresenta meglio 
l’andamento della tensione è l’equazione sperimentale di Casson (curva d in Figura 1-11): 
 C c  (1.10) 
dove 
c rappresenta una costante. 
In generale, il sangue è un fluido non newtoniano, se non per alti gradienti di velocità, ma 
presenta un comportamento alla Bingham, per bassi gradienti, e tixotropico per gradienti 
intermedi. La non newtonianità del sangue è dovuta principalmente alla presenza dei globuli 
rossi, proprio per le loro caratteristiche di deformabilità e aggregabilità. Tuttavia, quando il 
flusso sanguigno è caratterizzato da velocità di deformazione maggiori di circa 60÷100 s
-1
 la 
risposta reologica risulta essere sostanzialmente newtoniana, con viscosità dinamica 
34 10  kg/ms, quattro volte superiore a quella dell’acqua. 
Nel distretto arterioso la velocità di deformazione supera usualmente (almeno in 
corrispondenza della parete dei vasi) il predetto valore di soglia, e il sangue viene dunque 
normalmente ritenuto a comportamento newtoniano. Anche nella microcircolazione capillare 
la velocità di deformazione raggiunge valori elevati, ma gli effetti della presenza dei globuli 
rossi sulla risposta allo scorrimento non possono essere trascurati. Nella rete venosa, infine, 
soprattutto nelle grandi vene degli arti inferiori, il valore di soglia della velocità di 





Per quanto riguarda, le caratteristiche del moto del sangue nelle piccole arterie e nelle 
arteriole, si nota che esso deve essere modellato in funzione dei parametri fondamentali in 
gioco tipo il carattere non newtoniano del sangue, il raggio del vaso, relazioni per le 
biforcazioni, lunghezza, eventuali asimmetrie della sezione trasversale, ecc. Le piccole arterie 
sono modellate come alberi formati ciascuno da due rami asimmetrici e aventi come tronchi i 
terminali delle grandi arterie. Ciascun vaso all’interno della struttura ad albero è modellato 
come un segmento di retta. A differenza delle grandi arterie in cui si può considerare il sangue 
come fluido newtoniano e avere dimensioni geometriche reali, tali strutture ad alberi non 
imitano la reale geometria delle piccole arterie, ma si basano su rapporti statistici generali che 











I caratteri di un moto fluido in pressione dipendono oltre che dalle proprietà fisiche del fluido 
anche dalle caratteristiche dei condotti entro i quali il moto si svolge. In particolare, quando il 
moto è governato da pressioni non costanti nel tempo (come accade alla circolazione 
sanguigna) diventano di fondamentale importanza le proprietà meccaniche dei condotti 
intimamente legate alle modalità di propagazione delle onde di pressione, nel caso specifico, 
le proprietà delle pareti dei vasi sanguigni, [1]. In particolare, il moto di un fluido può avere 
due regimi diversi in uno stesso condotto: 
 Flusso laminare con un fronte di avanzamento di velocità parabolico. 
 Flusso turbolento, moto vorticoso con un fronte di avanzamento di velocità pressoché 
costante (piatto). 
Sperimentalmente si osserva che il passaggio da moto laminare a turbolento dipende dalle 
caratteristiche geometriche del condotto L (grandezza caratteristica del condotto pari al 
diametro idraulico), dalla velocità media di scorrimento V, dalla natura del liquido (densità ρ e 
viscosità µ), ossia dal numero di Reynolds, definito come: 
 
VL
Re  (2.1) 
Infatti, per Re ≤ 2100 il flusso si mantiene stazionario (flusso laminare). Questo 
comportamento fu notato osservando l’evoluzione di una streakline d’inchiostro rilasciata da 
una posizione fissa all’interno di un condotto cilindrico (esperienza di O. Reynolds, 1883). 
Per 2100 ≤ Re ≤ 4000 la linea di colorante perde la sua stazionarietà e si propaga lungo una 
traiettoria ondulata con caratteristiche dipendenti dal tempo. In questo regime transizionale, 




Al contrario, per Re ≥ 4000, dopo un tratto iniziale con oscillazioni di ampiezza crescente la 
traccia d’inchiostro è diffusa vigorosamente in tutta la sezione trasversale del tubo fino a 
distribuirsi omogeneamente in tutto il flusso [2]. 
Le leggi dell’idrostatica e dell’idrodinamica permettono di comprendere, quindi, i principi 
fisici che sono alla base del funzionamento del sistema cardiovascolare, anche se le 
caratteristiche particolari di questo sistema non permettono una descrizione quantitativa 
precisa, poiché il sistema cardio-circolatorio, come si è visto, presenta: 
 Condotti elastici e ramificati; 
 Flusso intermittente a ritmo variabile del cuore (il flusso non è stazionario, ma 
pulsatile); 
 Variazioni locali e temporali della pressione esterna ai condotti che modificano il 
calibro dei condotti stessi; 
 Natura non newtoniana del sangue. 
Nonostante queste non indifferenti difficoltà e limitazioni, occupandosi delle grandi arterie si 
possono ritenere valide le seguenti assunzioni: 
 Il sangue scorre con moto laminare. In condizioni fisiologiche si ha turbolenza solo a 
livello delle valvole cardiache. 
 Si ha moto turbolento in un vaso stenotico, a valle della stenosi. In questa zona 
avviene anche l’effetto flutter, ossia, quando in un’arteria avviene un restringimento, la 
pressione del sangue (per effetto Bernoulli, effetto assente nei fluidi non in 
movimento) è tanto più bassa, quanto più il restringimento, è pronunciato. Si può 
verificare che la pressione diventi inferiore a quella circostante (atmosferica): l’arteria 
allora si chiude e la circolazione si arresta. Subito dopo che il sangue si è fermato, 
viene a mancare l’abbassamento di pressione causato dall’effetto Bernoulli e la 
pressione risale bruscamente: la circolazione riprende ma appena il flusso si 
ristabilisce, la pressione tende a diminuire nuovamente fino a zero e il ciclo continua 
indefinitamente. Il flusso nell’arteria è quindi pulsato. 
 Il moto turbolento aumenta il lavoro cardiaco e favorisce la formazione di trombi. 






2.1 Flusso stazionario in condotti rigidi 
 
In prima approssimazione, si può analizzare e descrivere il problema del flusso sanguigno 
all’interno del sistema circolatorio tramite le equazioni ricavate dall’ingegnere e scienziato 
francese Claude-Louis Navier (1785-1836) e dal matematico e fisico irlandese George 
Gabriel Stokes (1819-1903). Partendo da queste equazioni, la formulazione fluidodinamica di 
un fluido in pressione in un condotto cilindrico con parete rigida è sostanzialmente quella 
descritta dal medico, fisiologo e fisico francese Jean Louis Marie Poiseuille (Parigi, 1799-
1869). In particolare, la variazione p  di pressione tra due punti situati rispettivamente 







l è la lunghezza del tubo, 
R il suo raggio, 
µ il coefficiente di viscosità del fluido, 
Q la portata del tubo. 
Tale legge può essere interpretata come legge di proporzionalità tra la causa, Δp, che provoca 
il flusso e l’effetto, Q, che ne segue secondo una costante di proporzionalità che dipende dalle 
caratteristiche geometriche del condotto e dalla viscosità del fluido. Ricordando la definizione 





p R Q R
R
 (2.3) 
Il raggio del vaso che compare nell’equazione alla quarta potenza, rappresenta il parametro le 
cui variazioni incidono maggiormente nel determinare variazioni di flusso e di resistenza. 
Per un fluido newtoniano che scorre con flusso laminare lungo un tubo cilindrico, si dimostra 
che la velocità del fluido ha un profilo parabolico in funzione del raggio del condotto: 
 
2 2( ) ( )
4
p
v r R r
l
 (2.4) 
La velocità massima si ha per r = 0, cioè sull’asse, e si dimostra, sempre per un flusso 
laminare, la II formula di Poiseuille che stabilisce la relazione tra velocità media V e 










Tal espressione stabilisce anche l’esistenza di una relazione lineare tra velocità del fluido e le 







F S p Q R Q
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 (2.6) 
Dall’espressione della portata 
2Q R V  si ricava: 
 8pF lV  (2.7) 
Perciò, in due condotti in cui scorre lo stesso liquido, in uno con moto laminare e nell’altro 
con moto turbolento, per lo stesso incremento di Δp l’aumento di flusso, Fp, è maggiore nel 
primo che nel secondo caso. Infatti, nel moto laminare pF p , mentre in regime turbolento 
pF p  a causa dei vortici che dissipano una maggior quota di energia negli urti tra le 
molecole di liquido (Figura 1-11). Al raggiungimento della velocità critica (vc) si ha il 
passaggio a moto vorticoso, da questo punto in poi la legge, che descrive il flusso attraverso 
tubi cilindrici, ricavata da Hagen-Poiseuille cessa di descrivere adeguatamente il moto, infatti, 
essa ha validità solo per: 
 flusso laminare 
 stazionario 
 liquido omogeneo 
 tubo rigido. 
Il valore di vc è quindi funzione del numero di Reynolds, della densità e della viscosità del 




e quindi si porta dietro tutti i problemi legati alla viscosità del sangue visti in precedenza [10]. 
Non esiste, però, una trattazione esatta del regime turbolento, ma solo regole empiriche. Il 
fenomeno della turbolenza, in particolare, provoca irregolarità locali nella pressione, nella 
velocità e nella temperatura e tale circostanza produce l’insorgere di tanti piccoli vortici, i 
quali si muovono disordinatamente da una regione all’altra della massa liquida scambiandosi 
reciprocamente l’energia cinetica di cui sono dotati; avviene pertanto un diffuso e generale 
livellamento delle velocità come conseguenza del fatto che le masse vorticose centrali più 
veloci penetrano nelle masse fluide laterali più lente e viceversa. Proprio tale comportamento 
delle masse vorticose, che muovendosi trasferiscono da una regione all’altra del campo fluido 
la loro massa e la loro quantità di moto, differenzia in modo indicativo il moto turbolento dal 
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moto laminare; infatti, per quest’ultimo il trasporto di massa e di energia avviene solo a 
livello molecolare ed è quindi di minore efficacia di quanto lo è nel caso di moto turbolento. 
 
Figura 2-1 Velocità di transizione laminare-turbolento. 
Perciò, quanto più turbolento è il regime del moto, tanto più elevata è la sua capacità di 
diffusione ed in particolare tanto più uniforme risulta la distribuzione trasversale delle 
velocità; per Re < 2000 si ha il tipico andamento parabolico regolare del moto laminare, 
mentre per Re > 2000 si ha un progressivo appiattimento della curva di distribuzione delle 
velocità tanto maggiore quanto più elevato è il numero di Reynolds. In generale si ha che la 
velocità massima vmax è proporzionale alla velocità media V (Figura 2-1): 
 maxv V  (2.9) 
In dettaglio, per quanto riguarda lo scorrimento del sangue si possono distinguere due regimi 
[1]: 
1. continuo: diametro del vaso maggiore di 500 µm; 
2. capillare: diametro compreso tra 2.7 e 500 µm. 
Oggetto della tesi è il moto in vasi di grande diametro, per cui si tratta di seguito il regime 




2.2 Flusso stazionario in condotti deformabili 
 
Per la formulazione fluidodinamica per un fluido in pressione in un condotto cilindrico con 
parete deformabile si cerca di adattare la formulazione di Poiseuille attraverso il ciclo logico 
rappresentato in Figura 2-2. 
 
Figura 2-2 Schema logico. 
Entrando nel ciclo con un valore fissato di portata Q e considerando il condotto rigido, si 
calcola la variazione di pressione, Δp. Noto tale valore si calcola la deformazione, tramite il 
modello di Laplace, e conseguentemente il nuovo valore del raggio del condotto. 
 
Figura 2-3 Geometria. 
Dopo di che si entra nuovamente nel blocco POISEUILLE con il nuovo valore del raggio, si 
calcola il nuovo valore della variazione di pressione, Δp, e così via fino alla convergenza della 
soluzione del problema. In particolare, preso un sistema di riferimento cartesiano come in 
















Nota la variazione di pressione, tramite il modello di Laplace si calcolano gli sforzi e le 
deformazioni sulla parete del tubo lungo l, in parete sottile, lineare elastica, di spessore h e 
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Risolvendo tale sistema si ha 
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 (2.16) 
Da notare che considerando il tubo elastico, la caduta di pressione sarà minore rispetto al caso 
con parete rigida, a parità dei dati d’ingresso. 
In realtà, poiché i vasi sanguigni non hanno una parete propriamente lineare elastica, il 
modello precedente va leggermente modificato. Prendendo in considerazione quei vasi che 
hanno rapporto lineare tra pressione e raggio del vaso stesso e introducendo il parametro β che 
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Da notare che tale trattazione è basata sulla tacita ipotesi di stazionarietà del moto [3]. 
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2.3 Flusso pulsatile in condotti rigidi 
 
Per un condotto cilindrico indeformabile, i termini inerziali delle equazioni di Navier-Stokes 
si elidono, ossia per un flusso monodimensionale in coordinate cilindriche con l’asse z 
coincidente con l’asse del condotto, si ha: 
 
( )1z rzV rp
t z r r
 (2.22) 











Senza entrare nel merito della derivazione di soluzioni teoriche o d’indagini numeriche che 
forniscono l’andamento della velocità, si può osservare che la pulsatilità della pressione 
determina profili di velocità variabili nel tempo. In particolare, Womersley ipotizza un moto 
laminare di fluido newtoniano soggetto a un gradiente di pressione uniforme nello spazio e 








dove gli an sono i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier della funzione che descrive 
l’andamento della pressione, con le rispettive pulsazioni pari a n . 
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d è il diametro del vaso, 
ω è la pulsazione dell’oscillazione pressoria, 
ν la viscosità cinematica del fluido. 
I profili di velocità così ottenuti sono rappresentati in Figura 2-4, per diversi istanti di tempo t 
adimensionalizzati con il periodo T dell’onda di pressione. 
Tale soluzione mostra che i profili di velocità possono risultare, in funzione dell’istante 
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considerato e dell’entità di parametri fondamentali quale la frequenza dell’onda di pressione, 
anche considerevolmente “appiattiti” rispetto all’andamento parabolico dato dall’equazione di 
Poiseuille. 
 
Figura 2-4 Profili di velocità corrispondenti alla soluzione analitica dedotta da 
Womersley da [8]. 
Quando α è piccolo ( 1), significa che la frequenza delle pulsazioni è sufficientemente bassa 
che un profilo di velocità parabolico ha tempo di svilupparsi nel corso di ogni ciclo, e il flusso 
sarà quasi in fase con il gradiente di pressione, e la legge di Poiseuille sarà con buona 
approssimazione ancora valida, utilizzando come gradiente di pressione il valore istantaneo. 
Quando, invece, α è di grandi dimensioni ( 10 ), significa che la frequenza delle pulsazioni è 
sufficientemente elevata il profilo di velocità è relativamente piatto, e il flusso medio e il 
gradiente di pressione saranno sfasati di circa 90°. 
Nel sistema circolatorio, frequenza, densità e viscosità dinamica possono considerarsi costanti 
in tutta la rete, cambiano solo il raggio del vaso in cui il flusso avanza, di conseguenza il 
numero Womersley è grande in vasi di grandi dimensioni e piccolo nei vasi di minor calibro. 
In particolare, nel caso di onda pressoria del tipo 0( ) sin( )p t p t , possiamo distinguere 
diverse risposte ( )Q t  secondo la frequenza di eccitazione: 
 α < 1: il flusso è quasi stazionario del tipo ( ) sin( )stazQ t Q t  e quindi non vi è 
sfasamento tra eccitazione e risposta. 
 1<α<3: il flusso non è stazionario del tipo ( ) sin( ( ))stazQ t Q t  e quindi c’è uno 
sfasamento ( ) . 





k è una costante maggiore dell’unità. 
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In altre parole, per alti valori di α, si possono presentare zone di controcorrente in prossimità 
della parete. Quest’ultima circostanza, tra l’altro, favorisce l’insorgenza di strutture vorticose 
locali che possono a loro volta, qualora si estendano a tutta la corrente, determinare un regime 
turbolento. Quindi, il numero di Womersley ci dice come il sistema risponde a un’onda 
pulsatile, infatti, nella risposta intervengono le forze viscose (all’interno dello strato limite) e 
quelle inerziali (nella zona centrale del condotto). A basse frequenze, anche la zona centrale 
riesce a rispondere all’onda, mentre ad alte frequenze, solo la zona superficiale riesce a 
seguire la perturbazione. 
Se s’introducono il numero di Strouhal Sr, dal nome del fisico ceco Vincenc Strouhal (1850-







f è la frequenza di distacco dei vortici, 
L è la lunghezza caratteristica (per esempio idraulico di diametro), 
v è la velocità del fluido. 
e il numero di Reynolds Re, (2.1), proporzionale al rapporto tra le forze d’inerzia e le forze 
viscose, entrambi parametri adimensionali, il numero di Womersly è espresso come: 
 2 ReSr  (2.28) 
In particolare, il numero di Womersley sorge nella soluzione linearizzata delle equazioni di 
Navier Stokes per un flusso oscillatorio, laminare e incomprimibile. 
Va inoltre precisato che la (2.26) è valida nel caso di flusso completamente laminare, 
altrimenti al posto di d/2 va sostituito lo spessore dello strato limite δ [8]. 
 
 
2.4 Flusso pulsatile in condotti deformabili 
 
Il modello discusso nel paragrafo precedente ha il pregio di approssimare la distribuzione di 
velocità nella sezione dei grandi vasi arteriosi nell’ambito di uno schema, quello di parete 
rigida, che consente la soluzione del problema in forma chiusa. Il ruolo dell’elasticità o 
viscoelasticità della parete presenta un effetto non trascurabile sulla della distribuzione di 
velocità. Infatti, considerando la deformabilità dei vasi sanguigni, il vettore velocità presenta 
sia componente assiale ux, che radiale ur, entrambe funzione della coordinata assiale x, 
facendo cadere l’ipotesi di flusso monodimensionale e introducendo onde nel moto. Da notare 
inoltre che il valore di α calcolato per tubi con parete rigida ha un valore superiore a quello 
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calcolato per tubi con parete elastica con le stesse dimensioni geometriche, poiché i tubi 
elastici sono in grado di assorbire vibrazioni e quindi capaci di adattarsi alle perturbazioni 
convertendo l’energia pulsatile in energia elastica della parete. 
In particolare, la velocità di propagazione delle onde di pressione è funzione dell’elasticità 
della parete del condotto. Se lo spessore della parete del tubo è dello stesso ordine di 
grandezza del raggio del tubo stesso, e se gli effetti di viscosità del fluido non possono essere 








 E è l’elasticità dei vasi 
 h è lo spessore della parete 
 ρ è la densità costante del fluido. 
Da notare che se la densità del fluido non fosse costante, anche per un tubo con parete rigida, 
a causa del gradiente di pressione applicato si genererebbe un meccanismo di propagazione 
d’onde nel moto. 
Alti valori di E implicano una piccola elasticità della parete del tubo, per cui il moto di un 
fluido all’interno di un tubo con parete rigida può essere studiato con la seguente trattazione 
facendo tendere il modulo di Young all’infinito. 
Assumendo che la lunghezza di propagazione dell’onda λ sia molto più grande le raggio R del 
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Utilizzando come condizioni al contorno il bilancio di forze alle pareti del condotto 
deformabile e, anche in questo caso, senza addentrarsi troppo nel procedimento matematico, 
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 dalla quale tenendo conto della (2.29) si ricava il 














E dove si è indicato con J0 e J1 le rispettive funzioni di Bessel di ordine zero e uno [8]. 
 
 
2.5 Modelli matematici per i sistemi arteriosi 
 
Esistono tre possibili approcci modellistici: 
1. A parametri concentrati, si basa sul principio di caratterizzare il sistema continuo in 
modo discreto mediante un numero limitato di parametri; 
2. A parametri distribuiti, in cui si utilizzano modelli parziali di alcuni fenomeni; 
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3. Numerico, basato sulla discretizzazione del dominio spazio-tempo (si rimanda al 
Capitolo 3). 
I quali descrivono le seguenti rispettive applicazioni: 
1. Flusso monodimensionale descritto in termini di portate e pressioni medie sulla 
sezione trasversale del vaso (trinomio di Bernoulli, semplice o generalizzato); 
2. Flusso bidimensionale, locale, descritto dalle distribuzioni di campi di velocità e 
pressione (profilo di velocità in uno strato limite completamente sviluppato, 
stazionario; soluzione di Womersley non stazionaria); 
3. Flusso tridimensionale, completamente risolto (fluidodinamica computazionale) [4]. 
Informazioni sulla ricerca condotta per definire il comportamento meccanico dei vasi 
sanguigni possono essere trovate nel libro di dati Abe et al. (1996) Data book on mechanical 
properties on living cells, tissues and organs, dove è presentata una raccolta di articoli 
pubblicati fino al 1996. Nell’ambito cardiovascolare, molta attenzione è rivolta anche nella 
modellizzazione del sistema arterioso umano. I modelli più evoluti si basano su una 
ricostruzione dell’albero arterioso, dove ogni arteria è divisa in segmenti rappresentati 
mediante tubi elastici a pareti sottili, uniformi, con dimensioni e proprietà meccaniche 
realistiche, simili cioè ai corrispondenti elementi dell’albero arterioso. Uno dei modelli più 
famosi ricavati seguendo questa tecnica è stato ottenuto da Avolio, [5]. Tali modelli sono però 
molto complessi da realizzare. A essi sono preferiti modelli che riproducono solo il 
comportamento ingresso/uscita dell’albero arterioso, in cui non sono realizzati dalla vera 
struttura del sistema vascolare e non permettono di conoscere lo stato del sistema in punti 
diversi dal suo ingresso. 
In Appendice B è riportato un elenco dettaglia dei modelli utilizzati in letteratura. 
 
 
2.5.1 Modello windkessel 
 
La prima rappresentazione dell’albero arterioso mediante l’impedenza d’ingresso è dovuta al 
modello proposto dal chimico inglese Stephen Hales (1733) e riscoperto dal dottore tedesco 
Otto Frank (1899) detto modello windkessel (camera d’aria in tedesco) [2]. Tale modello 
nasce dalla constatazione di un’analogia tra il funzionamento delle arterie e la macchina 
utilizzata a quei tempi nelle pompe anti incendio dei pompieri: nonostante la pompa generasse 
un impulso intermittente, si otteneva all’ugello delle manichette di mandata un flusso in 
pratica continuo, grazie alla presenza di una camera d’aria (complianza) nella macchina. 
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Come si può osservare in Figura 2-5, le arterie si comportano in maniera sostanzialmente 
analoga: sebbene il cuore generi un flusso intermittente, il flusso sanguigno periferico è 
continuo, grazie all’elasticità delle arterie. In altre parole, le grandi arterie e le vene sono 
caratterizzate dalla capacità di espandersi e contrarsi passivamente al variare della pressione 
transmurale (pinterna – pesterna). Si definisce complianza, la grandezza: 
 C  V /  p  (2.37) 
dove 
ΔV è la variazione di volume di sangue; 
Δp la variazione di pressione. 
 
Figura 2-5 Complianza arteriosa. 
Va detto, inoltre, che le vene possono alloggiare grandi variazioni di volume di sangue con 
minime variazioni di pressione, infatti: 
 venosa arteriosaC   20 C  (2.38) 
L’aorta, fra tutti i vasi sanguigni, è quella che ha la maggiore complianza e questa 
caratteristica permette la minore variazione possibile della pressione pulsatile. Queste 
considerazioni conducono a rappresentare l’impedenza arteriosa come un’impedenza a 
parametri concentrati, il parallelo tra una capacità C (complianza) e una resistenza R 
(resistenza periferica), Figura 2-6 (a). Nel corso degli anni sono state apportate diverse 
modifiche a questo modello, tra le quali, la prima e la più espressiva è quella elaborata da 
Westerhof, che comporta l’inserimento di una resistenza RC in serie al parallelo RC che 
costituisce il windkessel classico, Figura 2-6 (b). Questo modello ha assunto il nome di 
windkessel a tre elementi. Una configurazione alternativa di particolare interesse è quella 
riportata in Figura 2-6 (c): la resistenza RV (detta resistenza di Voigt), posta in serie alla 
complianza, tiene conto (sia pure in maniera limitata e approssimata) dei fenomeni 
viscoelastici che caratterizzano il comportamento delle arterie. Questi modelli presentano 
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l’indubbio merito di una notevole sinteticità, poiché consentono di rappresentare l’impedenza 
d’ingresso con un limitatissimo numero di parametri, ma, data la ridottissima complessità (un 
polo e uno zero) hanno lo svantaggio di non poter giustificare alcuni fenomeni 
sperimentalmente rilevati, quali la presenza di più minimi nel modulo e l’attraversamento a 
zero della fase. In altre parole, da un punto di vista prettamente meccanico, il modello 
windkessel consiste nella schematizzazione del sistema arterioso come un serbatoio 
deformabile di volume V(t) in cui viene immessa una portata sanguigna dal cuore, QC, e da 
cui è rilasciata una portata effluente, Qe, controllata dalla resistenza al deflusso esercitata dalla 
microcircolazione. 
 
Figura 2-6 Analogia elettrica del modello windkessel. 
Analogamente, il sistema venoso può essere rappresentato con un windkessel a due elementi: 
in una complianza (Cvenosa) sono riunite tutte le proprietà elastiche del sistema venoso e in una 
resistenza (Rvenosa) tutte le perdite dovute a esso. La capacità del sistema venoso descrive i 
vasi di capacità e può variare nel tempo in funzione delle azioni del sistema di controllo della 
circolazione periferica. Il modello windkessel, attraente per la sua semplicità, è purtroppo 
inadeguato poiché non tiene conto della natura della propagazione dell’onda di pressione nel 
sistema delle grandi arterie, a differenza della teoria di Womersley, in onore a John R. 
Womersley (1907-1958), che tiene conto degli effetti della pulsatilità del moto e degli effetti 
viscosi vista nei paragrafi precedenti [3]. 
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3 Cenni al metodo degli Elementi Finiti per 







L’interazione dinamica tra una struttura e un fluido è un fenomeno fisico che si riscontra in 
diversi campi della fisica e dell’ingegneria. A esso, per esempio, fanno capo i problemi di 
aeroelasticità legati al comportamento delle ali degli aerei, i problemi legati alle vibrazioni 
indotte dal fenomeno del colpo d’ariete nelle reti di tubazioni. L’aspetto comune a questi 
esempi è l’interdipendenza del comportamento del fluido e della struttura. L’energia cinetica 
del fluido e quella meccanica derivante dalla deformazione della struttura si scambiano di 
continuo a livello dell’interfaccia influenzando il comportamento del sistema complessivo in 
maniera determinante. In altre parole, ne consegue che il problema dell’interazione fluido-
struttura (Fluid Structure Interaction, FSI) comporta oneri computazionali notevolmente 
importanti vista la non linearità e forte accoppiamento delle equazioni che governano il 
problema, e l’interdipendenza tra il campo di velocità e di pressione, entrambi incogniti [1]. 
Uno dei metodi usati nelle simulazioni numeriche è quello degli elementi finiti (Finite 
Element Method, FEM), il quale fu utilizzato per la prima volta dall’industria aeronautica 
(Boeing, 1950). Il metodo degli elementi finiti ha trovato una grande diffusione, diventando 
oggi uno dei metodi di calcolo più usati in tutte le branche dell’ingegneria, dall’analisi 
strutturale sino alla fluidodinamica computazionale (Computational Fluid Dynamics, CFD). 
In questo lavoro di tesi si è utilizzato l’ANSYS come codice di modellazione e calcolo. In 
particolare l’ANSYS Multiphysics, contenente il pacchetto FLOTRAN dedicato alla soluzione 
dei domini fluidi, e l’ANSYS Workbench, contenente il CFX una “evoluzione” del 
FLOTRAN. 
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3.1 Generalità sul metodo degli elementi finiti 
 
Si tratta di un metodo utilizzato per risolvere in maniera approssimata problemi descritti da 
equazioni differenziali alle derivate parziali (EPD) riducendo queste ultime a un sistema di 
equazioni algebriche alle quali sono associate le corrispondenti condizioni al contorno e 
iniziali (formulazione forte). La caratteristica principale è la discretizzazione del dominio 
continuo di partenza in un dominio discreto (griglia) mediante l’uso di primitive (elementi 
finiti) di semplice forma, connessi in punti sul loro contorno (nodi). In particolare, i nodi si 
introducono per: 
 definire la geometria del modello in base alla loro posizione; 
 unire tutti gli elementi in un unico dominio computazionale, poiché gli elementi si 
scambiano tra loro azioni solo tramite i nodi; 
 descrivere la distribuzione delle incognite principali dell’elemento. 
Il comportamento su ciascun elemento della soluzione del problema è espresso dalla 
combinazione lineare di funzioni dette funzioni di base o funzioni di forma (shape functions), 
scelte in modo tale da valere 1 nel nodo considerato e 0 negli altri nodi. In generale, dal 
teorema di Weierstrass si vede come una funzione continua può essere approssimata da un 
polinomio di grado sufficientemente elevato (più è elevato il grado, migliore sarà 
l’approssimazione ottenuta). Ossia, una volta suddiviso il dominio d’integrazione in intervalli, 
si approssima la funzione incognita con delle funzioni ad andamento noto, scegliendo, come 
incognite del problema trattato, i soli valori ai nodi (hj) (Figura 3-1). 
 
Figura 3-1 Esempio di approssimazione della soluzione tramite un’interpolata 
(caso particolare in cui il valore ai nodi è esatto). 
La soluzione del problema differenziale è data dalla soluzione del problema omogeneo 
associato, più la soluzione particolare dipendente fondamentalmente dalle condizioni al 
contorno e da altri termini di forzante noti. Vi sono due classi di parametri dai quali si 
possono trarre informazioni sul “comportamento naturale” di un certo sistema fisico-
  
44 Cenni al metodo degli Elementi Finiti per problemi di fluidodinamica con parete deformabile 
meccanico. Tali parametri includono le proprietà intrinseche (costitutive) dei materiali e delle 
strutture fisiche in esame, tipo: 
 Modulo di elasticità; 
 Conducibilità termica; 
 Viscosità; 
 … 
Nella seconda classe di parametri sono raggruppati quelli che producono disturbi al sistema 
fisico: 
 Forze e momenti esterni, per problemi meccanici solidi; 
 Gradienti di temperatura e quantità di calore, per problemi di trasferimento di calore; 
 Gradienti di pressione, per problemi riguardanti fluidi; 
 Differenze di potenziale e campi magnetici, per problemi elettrici; 
 … 
Dal punto di vista dei modelli matematici, invece, la prima classe di parametri figura nella 
soluzione omogenea, mentre, la seconda classe caratterizza la soluzione particolare. In 
particolare, la prima classe di parametri comparirà in quella che nei problemi di meccanica dei 
solidi è chiamata matrice di rigidezza del sistema, mentre, la seconda classe apparirà nella 
cosiddetta matrice di carico, o meglio, vettore dei termini noti del sistema algebrico [3]. 
Il metodo degli elementi finiti fa parte della classe dei Metodi di Galerkin, il cui punto di 
partenza è la cosiddetta formulazione debole di un problema differenziale. In tale metodo, si 
approssima nello spazio la soluzione del problema, scritto in forma debole, mediante una 
combinazione lineare di funzioni di forma elementari che approssimino le funzioni incognite 
del problema di partenza con un errore accettabile ai fini pratici. I coefficienti di tale 
combinazione lineare, detti anche gradi di libertà, gdl, diventano le incognite del problema 
algebrico ottenuto dalla discretizzazione, come nei casi precedentemente considerati, 
coincidono con i valori nodali di alcune variabili. 
Una volta discretizzato il problema nello spazio, si deve definire il metodo di avanzamento 
temporale. In particolare per problemi stazionari, come quelli analizzati nei capitoli 
successivi, l’avanzamento temporale è un artificio per raggiungere la soluzione stazionaria. 
Un metodo matematico, per quanto riguarda l’avanzamento temporale, si definisce esplicito 
quando la determinazione della soluzione a un dato istante richiede la valutazione della 
funzione integranda degli istanti precedenti, altrimenti si definisce implicito. Tuttavia, solo 
alcune tipologie di problemi della matematica del continuo possono essere risolte in modo 
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esatto tramite metodi diretti, per la maggior parte dei problemi numerici, invece, si è costretti 
a utilizzare spesso metodi iterativi. 
 
 
3.1.1 Definizione di un modello 
 
Per arrivare al modello finale agli elementi finiti si seguono delle fasi fondamentali, ognuna 
delle quali però comporta l’inevitabile inserimento di errori nella soluzione: 
1. Idealizzazione. Fase presente in tutti gli studi d’ingegneria: si passa dal sistema fisico 
a un modello matematico, che astrae alcuni aspetti del sistema, focalizzando 
l’attenzione su poche variabili d’interesse e “filtrando” le rimanenti. Il sistema fisico 
se complesso è suddiviso in sottosistemi. 
Definizione delle proprietà del materiale e delle condizioni al contorno del problema. 
2. Discretizzazione. Ha lo scopo di passare da un numero infinito di gradi di libertà nello 
spazio e/o nel tempo, sistema continuo, a un numero finito, sistema discreto. Ogni 
sottosistema viene, a sua volta, suddiviso in elementi finiti ai quali è applicato un 
modello matematico. A differenza delle trattazioni analitiche è sufficiente che il 
modello matematico scelto sia adeguato alle semplici geometrie degli elementi finiti. 
Tale scelta di solito è implicitamente legata alla scelta del tipo di software da 
utilizzare, il quale è implementato su un proprio modello matematico. 
Per un uso teoricamente corretto e coerente di tali programmi vanno osservate alcune regole 
pratiche che permettono di individuare le varie cause di errore che possono produrre risultati 
non accettabili: 
 Errori connessi a un cattivo inserimento dei dati geometrici e/o meccanici; 
 Uso di “tipi di elementi” inadeguati all’analisi che deve essere eseguita (si ricorda che 
la scelta del tipo di elemento fissa le funzioni di forma); 
 Forma e dimensione inadeguata degli elementi, la quale condiziona fortemente la 
qualità della soluzione finale del problema. Infittire la griglia nelle zone in cui si 
prevede una concentrazione delle deformazioni. In particolare, un consiglio utile da 
seguire è: 
Per il calcolo di tensioni → griglia fine; 
Per il calcolo degli spostamenti → griglia grossolana; 
 Erronea applicazione delle condizioni di vincolo e di carico. Quest’aspetto è molto 
delicato e richiede un buon livello di esperienza e conoscenza tecnica. 
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 Sfruttare le eventuali simmetrie del problema. 
 Ricordare che il numero di gradi di libertà dei nodi degli elementi di tipo diverso non 
sono necessariamente uguali, e quindi bisogna prestare attenzione a come 
interfacciarli. 
 I lati e gli angoli degli elementi devono essere regolari e non troppo diversi tra loro. 
 Fare attenzione alle opzioni automatiche del codice utilizzato. 
Possibili metodi di verifica: 
 Confronto con eventuali dati sperimentali (non sempre disponibili in letteratura); 
 Verifica dell’equilibrio o del bilancio energetico di porzioni del modello; 
 Verifica dell’entità delle reazioni vincolari che complessivamente devono essere in 
equilibrio con le forze attive agenti nel modello. 
 
 
3.1.2 Impostazioni software 
 
La generica struttura di un software agli elementi finiti è composta (Figura 3-2): 
 
Figura 3-2 Struttura di un generico software FEM. 
 Fase di preprocessing (Preprocessor). Fase di preparazione del modello suddivisa in: 
o Creazione del modello agli elementi finiti che rappresenta il risultato della 
discretizzazione del dominio di definizione del problema fisico; 
o Scelta di una funzione di forma che rappresenti il comportamento del problema 
fisico di un elemento; funzione continua, approssimata, che descrive la soluzione 
in ogni elemento. 
o Sviluppo delle equazioni di equilibrio e/o di bilancio per un elemento; 
o “Assemblaggio” degli elementi per rappresentare l’intero problema fisico. 
Costruzione della matrice di rigidezza globale del sistema fisico; 
o Applicazione delle condizioni al contorno, iniziali e i carichi. 
 Fase di solution (Solutore). Soluzione del sistema di equazioni algebriche lineari o non 
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lineari per ricavare i risultati nodali; 
 Fase di postprocessing (Postprocessor). Fase di elaborazione dei risultati, dalla quale 
sono ricavate una serie importante d’informazioni. 
In particolare, a ogni passo del processo iterativo per il calcolo della soluzione, il codice 
FLOTRAN risolve tutte le equazioni che governano il problema in esame, nel seguente 
ordine: 
1. Approssima la soluzione ad ogni passo dell’equazione della quantità di moto; 
2. Risolve l’equazione della pressione; 
3. Calcola le velocità dall’equazione di conservazione della massa; 
4. Risolve l’equazione dell’energia; 
5. Aggiorna le proprietà laminari del flusso; 
e se attivato il modello di soluzione per flussi turbolenti il programma procede con i seguenti 
punti: 
6. Risolve le equazioni della turbolenza; 
7. Aggiorna le proprietà turbolente del flusso. 
L’avanzare della soluzione verso la convergenza è monitorata dall’utente tramite 
l’osservazione dei residui della soluzione globale da un’iterazione alla successiva, o più 
semplicemente impostando l’ordine di grandezza dei residui dell’equazione della pressione, 
poiché la pressione è una variabile dominante sul criterio di convergenza per le analisi di tipo 
fluido. Al suo interno, il programma FLOTRAN calcola la convergenza per ogni grado di 













ConvMon  (3.1) 
Questa grandezza rappresenta la somma su tutti i nodi dei valori assoluti delle variazioni della 
variabile calcolata dai risultati tra il k-esima iterazione attuale e quella precedente (k-1), divisa 
la somma dei valori assoluti della variabile all’interazione k. Ovviamente, il numero 
d’iterazioni globale utile al raggiungimento della convergenza della soluzione varia 
considerevolmente, secondo le dimensioni e la stabilità del problema in esame. Per fornire 
una soluzione stabile si possono introdurre fattori di rilassamento inerziali per l’equazione di 
conservazione della quantità di moto. Nonostante tali accorgimenti, però, e nonostante 
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FLOTRAN esegua una serie di controlli sui risultati al fine di garantire che il problema 
impostato sia valido, è necessario che l’utente verifichi manualmente se la soluzione diverge e 
se i risultati ottenuti siano validi e accettabili [5]. 
In ANSYS CFX, invece, ci sono principalmente due criteri di controllo sulla convergenza 
della soluzione, basati sull’impostazione del valore del: 
 residuo RMS (valore medio nell’intero volume) o MAX (valore massimo nell’intero 
volume) di tutte le equazioni che il codice risolve; 
 numero massimo d’iterazioni. 
Di solito sono impostati entrambi i criteri in ambiente CFX-Pre [23]. 
 
 
3.2 Problemi strutturali 
 
Il dominio è discretizzato in elementi ciascuno caratterizzato da nodi (Figura 3-3). 
 
Figura 3-3 Esempio di dominio discretizzato. 








u u N a Na  (3.2) 
dove 
 N sono le funzioni di forma predefinite dalla posizione; 
 a
e
 il vettore degli spostamenti nodali; 
 n il numero totale di nodi. 
Il vettore delle piccole deformazioni approssimate ˆ  all’interno del generico elemento è 
perciò calcolabile come: 
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 ˆ ˆ
eSu SNa  (3.3) 
dove 
S è un operatore differenziale. 












y x y x
 (3.4) 
Quindi le tensioni, sempre in campo lineare elastico, sono: 
 0 0( )D  (3.5) 
dove 
 0  e 0  sono rispettivamente i valori di deformazione e tensione iniziali; 
 D matrice delle costanti elastiche. 
Il metodo degli EF per problemi strutturali si basa sul metodo degli spostamenti, che usa una 
procedura uniforme qualunque sia il numero delle incognite iperstatiche. Si definisce un 
sistema congruente, aggiungendo alcuni gradi di vincolo imponendo generici spostamenti 
congruenti (non necessariamente rispettato l’equilibrio) e si calcolano gli spostamenti in 
corrispondenza dei quali si ha l’equilibrio tra le forze interne e quelle esterne. In generale, le 
forze applicate ai nodi sono descritte dalle componenti delle forze note (esterne) e quelle 
incognite (vincolari) e si suddividono in: 
 forze elastiche, funzione degli spostamenti dei nodi; 
 forze corrispondenti a deformazioni iniziali, in particolare dovute a dilatazione 
termica; 
 forze necessarie per equilibrare azioni distribuite nella massa o sul contorno dello EF 
Tali forze nodali, applicando il principio dei lavori virtuali all’intero dominio, devono essere 
in equilibrio nel rispetto delle condizioni di continuità e congruenza; scritte in forma 
matriciale assumono la seguente espressione generale: 
 0[ ]
e e e e




 sono le forze nodali del singolo elemento 
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[ ] eeK u  è la componente elastica in cui u 
e
 sono gli spostamenti nodali del singolo 
elemento e [Ke] è la matrice di rigidezza del singolo elemento; 
e
pf  è la componente dovuta alle forze distribuite del singolo elemento; 
0
ef  è la componente dovuta a deformazioni iniziali ε0 del singolo elemento. 
I termini della matrice di rigidezza [Ke] sono le componenti della forza agente su un nodo 
generico i corrispondente a spostamenti unitari di un nodo j. Si può scrivere la matrice di 
rigidezza di un EF procedendo in vari modi. 
Nella formulazione diretta la matrice [Ke] e quella delle forze {f} si scrivono usando le 
relazioni della Scienza delle costruzioni. Quest’approccio è possibile solo in casi molto 
semplici. Perciò le matrici [Ke] e {f} si ottengono, di regola, imponendo condizioni di minima 
energia totale, oppure con il metodo dei residui (o errori) pesati [3]. 
Ossia, in seguito alla fase di discretizzazione del dominio e di scelta della soluzione che 
approssimi il comportamento degli spostamenti nodali si passa alla scrittura delle relazioni di 
equilibrio, ossia alla scrittura delle equazioni cardinali per ogni singolo nodo e risolte 
mediante l’impiego di un principio variazionale. Tenendo presente che in un punto generico, 
interno all’elemento, gli spostamenti sono espressi in termini di variabili nodali mediante 
funzioni d’interpolazione. Riorganizzando tali equazioni in forma matriciale e distinguendo i 
carichi “attivi” da quelli “reattivi” si arriva alla scrittura di un sistema di equazioni: 
 { } [ ]{ } { }R K u F  (3.7) 
dove: 
 {R} matrice dei carichi reattivi (in genere, delle reazioni vincolari) 
 [K] matrice di rigidezza del sistema in esame 
{u} matrice o vettore spostamenti nodali, gradi di libertà del sistema (quantità 
incognite) 
 {F} matrice o vettore dei carichi applicati (termini noti). 
A questo punto, utilizzando le informazioni aggiuntive date dalle condizioni al contorno e di 
vincolo, il sistema di equazioni precedente si riduce al seguente: 
 [ ]{ } { }K u F  (3.8) 
Dove la matrice di rigidezza [K] globale è ottenuta dall’assemblaggio o somma delle 
rispettive matrici espanse [Ke] dei singoli k elementi: 
 
1




K K  (3.9) 
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In particolare, gli spostamenti nodali si calcolano invertendo la “matrice di rigidezza globale” 
[K]
-1
 dopo avere imposto le condizioni al contorno (es.: vincoli esterni) [8]. 
 
 
3.2.1 Formulazione diretta 
 
Per spiegare come ricavare la matrice di rigidezza di ogni singolo elemento finito e tramite la 
formulazione diretta ci serviamo di un semplice esempio monodimensionale di un’asta 
soggetta a solo sforzo normale formata da un singolo elemento di lunghezza Le e sezione 
trasversale Ae (Figura 3-4). 
 
Figura 3-4 Elemento di un’ asta/molla. 
Con riferimento alla Figura 3-4, imponendo l’equilibrio lungo l’asse x si esprime la relazione 







Introducendo le caratteristiche geometriche e del materiale (modulo di Young, Ee) si esprime 

















Tramite la seconda equazione (3.10) si ricavano le forze nodali fA e fB. 









 e ef K u  (3.14) 
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3.2.2 Formulazione mediante la ricerca del minimo valore dell’energia potenziale 
totale 
 
Formulazione che si basa sul fatto che i carichi esterni applicati a un corpo causano delle 
deformazioni del corpo stesso. Durante la fase di deformazione il lavoro compiuto dalle forze 
esterne è immagazzinato sotto forma di energia elastica, la cosiddetta energia di deformazione 
(strain energy). Con riferimento all’esempio precedente, si può generalizzare che il 
comportamento elastico di un corpo può essere modellato come se si trattasse di una molla 
lineare. Quando il corpo, soggetto a dei carichi esterni, si allunga di una quantità infinitesima 






Fdy ky dy ky y  (3.15) 
avendo indicato con k la costante elastica della molla equivalente. 
Si può scrivere l’espressione della densità di energia elastica facendo riferimento allo stress 




yd ky y dxdz dy dV  (3.16) 
dove 
y dy  allungamento della porzione elementare 
dV  elemento di volume 









d dV dV  (3.17) 
L’energia potenziale totale  di un corpo, discretizzato con n elementi ed m nodi, è data dalla 
differenza tra l’energia di deformazione totale ed il lavoro fatto dalle forze esterne Fi 








Fu  (3.18) 
Il principio del minimo dell’energia potenziale stabilisce che nel caso di un sistema stabile, 
nella condizione di equilibrio gli spostamenti sono tali che l’energia potenziale totale è in 
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Si nota come il metodo variazionale è del tutto generale e fornisce le stesse matrici di 
rigidezza e delle forze ottenibili, solo in certi casi, con il metodo diretto. Si noti inoltre che è 
necessario assumere a priori un andamento degli spostamenti: 
 valido all’interno del singolo elemento, 
 funzione dei soli spostamenti nodali. 
Alternativamente si può usare il principio dei lavori virtuali o un metodo dei residui. 
 
 
3.2.3 Formulazione dei residui pesati 
 
Formulazione che s’incentra sull’assunzione di una soluzione approssimata delle equazioni 
differenziali che governano il problema. La soluzione scelta, in genere polinomiale, deve 
soddisfare le condizioni iniziali e al bordo, relative al problema completo. Sostituendo tale 
soluzione nelle equazioni differenziali si genera la cosiddetta funzione d’errore R, poiché si 
produrrà un qualche “errore” o “residuo”. Tra i vari metodi che si basano sul calcolo dei 
residui, aventi come obiettivo quello di ridurre il più possibile tali errori, si ricorda [8]: 
 Metodo di collocazione. S’impone che la funzione di errore si annulli in un numero di 
punti pari al numero delle costanti incognite della soluzione approssimata scelta. 
 Metodo dei sottodomini. Si pone uguale a zero l’integrale della funzione di errore 
calcolato su alcune regioni del dominio di definizione del problema differenziale. 
 Metodo di Galerkin. Si basa sulla ricerca del minimo della funzione di errore R 
“pesata” per mezzo di alcune funzioni “peso”. 
 Metodo dei minimi quadrati. Si cerca il minimo rispetto alle costanti incognite della 
soluzione approssimata scelta dell’integrale del quadrato della funzione d’errore. 
 
 
3.2.4 Elementi strutturali utilizzati 
 
Esistono diversi tipi di elementi, che dipendono sostanzialmente dalla geometria dell’oggetto 
da analizzare e dal tipo d’informazioni che s’intende ottenere. In generale, possono essere: 
 Monodimensionali, per modellare strutture tipo pilastri, travi, telai, ecc. 
 Bidimensionali, per modellare parti tipo telai realizzati con piastre o strutture a guscio. 
 Tridimensionali, per modellare tutte le rimanenti parti. 
Una particolare attenzione si rivolge all’elemento strutturale solido 2D noto in ANSYS con il 
nome PLANE 42, utilizzato per la modellazione della parete del vaso sanguigno nelle 
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simulazioni FEM riportate nel capitolo successivo. Questo elemento, Figura 3-5, può essere 
utilizzato sia come elemento di un piano (plane stress, plane strain) o di un elemento 
assialsimmetrico. È definito da quattro nodi con due gradi di libertà a ogni nodo: traslazioni 
nodali in direzione x e y. Può avere sia carattere plastico sia, iperelastico ed essere in grado di 
simulare grandi deformazioni. Ha funzioni di forma bilineari e la possibilità di extra shape 
function (ESF) per andamento parabolico. Nel caso di elemento assialsimmetrico 
quadrangolare la funzione di forma delle singole componenti degli spostamenti nodali assume 
la seguente forma: 
 
1
[ (1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 )]
4
I J K Lu u s t u s t u s t u s t  (3.20) 
dove 
con riferimento alla Figura 3-5, I,J,L, e K sono i nodi del generico elemento; 
t e s sono i rispettivi versori. 
Per la simulazione di materiali incomprimibili ed elastoplastici è necessario utilizzare 
l’elemento PLANE182 [7]. 
 
Figura 3-5 PLANE 42. 
Si osserva anche l’elemento SOLID 186, elemento 3D a 20 nodi in grado di soddisfare le 
caratteristiche di un solido sia elastico che iperelastico (Figura 3-6). Tale elemento è stato 
utilizzato per la modellazione della parete nelle simulazioni fatte in ANSYS CFX grazie 
anche alla sua capacità di essere impiegato in problemi soggetti alle grandi deformazioni. Nel 
caso di elemento prismatico a base quadrangolare a 20 nodi la funzione di forma delle singole 
componenti degli spostamenti nodali assume la seguente forma: 
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1
[ (1 )(1 )(1 )( 2) (1 )(1 )(1 )( 2)
8
(1 )(1 )(1 )( 2) (1 )(1 )(1 )( 2)
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(3.21) 
dove 
con riferimento alla Figura 3-6, I,J,K,L,M,N,O,P,Q,R,S,T,U,V,W,X,Y,Z,A,B sono i nodi 
del generico elemento; 
r, s e t sono i rispettivi versori. 
 
Figura 3-6 SOLID 186. 
 
 
3.3 Problemi fluidodinamici 
 
A differenza dei problemi strutturali dove le principali incognite sono gli spostamenti nodali e 
basati su una descrizione lagrangiana, in problemi riguardanti la meccanica dei fluidi si hanno 
come incognite principali le velocità nodali più la densità e l’energia se il fluido è 
comprimibile e la pressione se il fluido è incomprimibile. Si utilizza una descrizione euleriana 
del problema. La metodologia di base del metodo agli elementi finiti rimane comunque la 
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stessa. Indicando con X = (X, Y, Z) il vettore delle forze per unità di volume dovute in parte a 
cause esterne X0 e in parte agli effetti dinamici dovuti all’accelerazione A e con ρ la densità 
del fluido in esame, 
 0X X A  (3.22) 
si ha che le tensioni interne σ sono in equilibrio con tali forze secondo la seguente relazione: 
 0
TL X  (3.23) 
dove 
L è un operatore differenziale lineare ottenibile dalle ben note equazioni esplicite delle 
singole componenti, tipo la componente x riportata di seguito: 
 0xx xy xz X
x y z
 (3.24) 
La più grande differenza dalla meccanica dei solidi è la descrizione euleriana del moto, in 
particolare del vettore accelerazione A, definito tramite l’operatore differenziale di derivata 
totale applicato al vettore velocità. In analogia alla metodologia seguita per i problemi 
strutturali, si definisce il vettore colonna delle velocità di deformazione  , in termini del 
vettore velocità u = (u, v, w): 
 [ , , , , , ]
T




  ecc., definendo così l’operatore L. 
La relazione costitutiva di un fluido è molto più complessa di quella di un solido, perciò 
restringiamo il nostro campo d’azione ai soli fluidi incomprimibili per i quali vale la seguente 
relazione: 
 ( ) 0
T
v div u M   (3.26) 
dove 
[1,1,1,0,0,0]TM  
Per tali fluidi il significato della tensione σ va ricercato nelle relazioni di equilibrio. In 




p  (3.27) 
dalla quale si ottiene la parte deviatorica del tensore degli sforzi ( )S f   e la parte 
simmetrica R. 
A questo punto il problema è completamente definito e si può formulare matematicamente la 
sua soluzione approssimata procedendo con il metodo di Galerkin o con il metodo dei residui 
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pesati in generale. Si può, così, concludere che la procedura di calcolo per la soluzione di un 
problema di un fluido viscoso è equivalente a quella di un problema solido elastico 
incomprimibile in cui l’incognita “spostamenti” è sostituita dall’incognita “velocità” e le 
relative forze di volume sono considerate tramite la (3.20). 
 
 
3.3.1 Discretizzazione del problema fluido incomprimibile utilizzando la velocità 
 
Una particolare attenzione si rivolge alla procedura di discretizzazione del problema fluido 
incomprimibile. In particolare, tutte le equazioni che governano il problema, tranne 
l’equazione della pressione, che proviene dalla soluzione di un algoritmo di accoppiamento 
velocità-pressione, hanno la forma di un’equazione scalare di trasporto. In ognuna di essa 
possono essere presenti, secondo il problema in esame, quattro tipi di termini: evolutivo, 
convettivo, diffusivo e il termine di forzante che comprende tutti i termini che non sono stati 
inclusi nei termini precedenti. Ai fini di descrivere i metodi di discretizzazione per un 
problema fluido, si cerca, quindi, di far riferimento alla generica variabile considerata υ 
dell’equazione scalare del trasporto: 
 
( ) ( ) ( ) ( )x y zC V C V C V C
t x y z
S
x x y y z z
 (3.28) 
dove 
C  coefficiente evolutivo e convettivo; 
coefficiente diffusivo; 
S termine di forzante. 
Il processo di discretizzazione consiste nel derivare le matrici dell’elemento (e) e scrivere il 
sistema in forma matriciale: 
 { }{ } { }
evolutivo convettivo diffusivo
e e e e eA A A S  (3.29) 
L’equazione della pressione, invece, è risolta con una routine di gradiente coniugato pre-
condizionato, attraverso una decomposizione della matrice simmetrica dello stesso gradiente 
di pressione con il metodo di Cholesky. L’approccio è particolarmente adatto per applicazioni 
pratiche, perché il solutore richiede molta meno memoria rispetto a quella richiesta da quei 
problemi connessi alla matrice non-nulla e non simmetrica dei termini dell’equazione della 
quantità di moto. 
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3.3.2 Elemento fluido utilizzato 
 
Una particolare attenzione si rivolge all’elemento fluido 2D noto in ANSYS con il nome 
FLUID 141, utilizzato per la modellazione del flusso di sangue nelle simulazioni FEM 
riportate nel capitolo successivo. È possibile utilizzare tale elemento in modelli sia transitori 
sia stazionari e in analisi sia di tipo semplicemente fluido, sia di tipo fluido-termico, che per 
interazioni fluido-struttura. Il FLUID 141 (Figura 3-7) è definito da tre o quattro nodi e con le 
stesse proprietà di un materiale isotropo. Il tipo di sistema di coordinate, in particolare, è 
selezionato in base al valore del KEYOPT (3), e può essere cartesiano, cilindrico, o polare. 
 
Figura 3-7 FLUID 141. 
Analogamente all’elemento quadrangolare assialsimmetrico PLANE 42, tale elemento ha una 
funzione di forma identica a quella riportata nella (3.20) con l’unica differenza che u indica la 
generica componente di velocità e non di spostamento [7]. 
 
 
3.4 Problemi con interazione fluido-struttura 
 
Di solito in analisi FSI, l’elemento liquido e quello solido sono descritti utilizzando varie 
tecniche a diversi livelli di complessità. In aggiunta alla gamma di tecniche disponibili per la 
modellazione dei singoli elementi liquido e solido, vi è anche la questione di scambio 
d’informazioni, solitamente nella forma di condizioni limite, a livello d’interfaccia. Qui le 
scelte sono limitate e possono essere classificate sulla base del livello di accoppiamento tra 
fluido e solido, come illustrato in Figura 3-8, dove i numeri in corsivo sono i contatori del 
passo temporale di calcolo; la freccia retta tratteggiata rappresenta il trasferimento 
d’informazioni della variabile indicata da un mezzo all’altro e la freccia ricurva tratteggiata 
rappresenta la procedura iterativa. 
 Il più semplice metodo di base è il cosiddetto non-iterative over all time (metodo 1). 
Un metodo in cui l’interazione tra i due diversi elementi non avviene in ogni istante. 
In letteratura si possono trovare anche sotto il nome di uncoupled approach. Le 
equazioni risolventi la parte liquida e quella solida sono risolte separatamente in tutto 
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l’intervallo temporale. Il fluido è risolto per prima in modo da ottenere la velocità e la 
pressione e per impostare la pressione a livello d’interfaccia come una condizione 
limite variabile nel tempo per la soluzione delle equazioni del solido. 
 
 
Figura 3-8 Procedura di soluzione di diversi metodi FSI. 
 Il secondo metodo è chiamato iterative over all time (metodo 2). È simile al 
precedente ad eccezione del fatto che è risolta per prima la parte solida, vale a dire 
spostamenti e/o velocità, che sono imposti come condizione limite variabile nel tempo 
per la risoluzione della parte fluida. 
 Il terzo metodo può essere chiamato non iterative over each time step (metodo 3a). In 
questo caso, le condizioni limite tra liquido e solido sono trasferite alla fine di ogni 
singolo incremento di tempo. Questo è possibile se gli incrementi temporali sono 
uguali per entrambe le soluzioni. Nel caso in cui la durata del passo temporale non è la 
stessa, lo scambio di dati all’interfaccia non può verificarsi dopo ogni passo. Questo 
caso può essere denominato non iterative over unequal time steps (metodo 3b). 
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 Il quarto metodo è l’iterative over each time step (metodo 4). Le equazioni riguardanti 
il fluido sono risolte una sola volta e la pressione diventa condizione limite per le 
equazioni riguardanti il solido. A questo punto sono risolte le equazioni strutturali per 
lo stesso passo temporale e la soluzione ottenuta è restituita come condizione di 
confine al fluido che è risolto nuovamente. Il processo è ripetuto fino a che il sistema 
solido-fluido raggiunge la convergenza entro una fissata tolleranza. 
Da notare come nei metodi 1, 3a e 3b, la soluzione della parte fluida precede quella della parte 
solida; così, il trasferimento dei dati è di sola andata, vale a dire da fluido a solido. Nel caso 
FSI, sia le equazioni che governano il problema fluido sia quelle che governano il problema 
strutturale dovrebbero essere risolte simultaneamente e a due vie di trasferimento dei dati, 
come nei metodi 2 e 4. Al fine di ottenere una simulazione realistica, lo scambio 
d’informazioni dovrebbe essere fatto ad ogni passo di discretizzazione del dominio del tempo. 
Secondo la terminologia usata in letteratura, gli attuali metodi numerici possono essere 
raggruppati in tre grandi categorie (Figura 3-9): 
 metodi partizionati, Partitioned methods, 
 metodi a blocco unico, Monolithic methods 
 metodi a soluzione unica, Single solution methods. 
 
Figura 3-9 Terminologia metodi FSI convenzionali. 
I metodi partizionati si basano sulla divisione della soluzione riguardante la parte fluida F da 
quella riguardante la parte solida S, ossia, le equazioni che governano il problema fluido e 
quelle strutturali sono risolte alternativamente e l’esecuzione delle condizioni cinematiche e 
dinamiche all’interfaccia è asincrona. É tipico di questi metodi che due pacchetti software 
sono utilizzati per la modellazione solida e fluida. L’integrazione di due software è possibile 
in linea di principio, ma la complessità e le dimensioni del software risultante rendono tale 
approccio poco attraente [17]. Per di più, il trasferimento dei dati di solito richiede un 
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successivo programma che funge da interfaccia tra gli altri due codici, sacrificando così la 
modularità del metodo. 
I metodi a blocco unico utilizzano due metodi separati risolti in serie. Separano le equazioni 
del fluido da quelle del solido che risolvono simultaneamente presso la loro interfaccia 
comune [18]. Le equazioni così discretizzate sono risolte attraverso subiterazioni successive 
fino alla convergenza. Questi metodi sono molto complessi e costosi da un punto di vista 
computazionale, proprio per la presenza di tali subiterazioni. 
Il metodo a singola soluzione prevede la soluzione unica di entrambi gli elementi, trattando i 
fluidi e i solidi come un unico mezzo continuo, così l’intero dominio di calcolo è unico e il 
suo comportamento è descritto da un unico insieme di equazioni. Non vi è alcun esplicito 
scambio d’informazioni tra il fluido e solido all’interfaccia, evitando così il gran costo di 
calcolo delle subiterazioni del metodo a blocco unico. La difficoltà che si trova con questo 
metodo, però, è la complessità concettuale di utilizzare un unico insieme di equazioni per 
descrivere sia fluido che solido, e la scelta sia di quest’unico insieme di equazioni sia di 
adeguate condizioni limite. La creazione di quest’unico insieme di equazioni può essere fatto 
in due modi: usare il solido come modello base e riformulare le equazioni del fluido su quelle 
per i solidi o viceversa. 
Più in generale, ogni fluido a contatto con una struttura esercita sulla superficie di 
quest’ultima una pressione che a sua volta, se la parete della struttura è deformabile e/o libera 
di muoversi, genera un movimento della struttura. Questo movimento va a influire sui carichi 
di pressione esercitati dal fluido e così via ciclicamente fino all’equilibrio. Da un punto di 
vista della simulazione, il problema di tale interazione consiste nella griglia all’interfaccia 
fluido-struttura e sul trasferimento dei carichi di pressione del fluido alla struttura. Il sistema 
di equazioni in forma matriciale agli elementi finiti che governa il problema assume la 
seguente formulazione [11]: 
 
[ ]{ } [ ]{ } { } [ ]{ }




M U K U F R P
M P K P F R U

   (3.30) 
dove 
[MS] e [Mf] sono rispettivamente le matrici di massa della struttura e del fluido; 
[KS] e [Kf] sono rispettivamente le matrici di rigidezza della struttura e del fluido; 
[FS] e [Ff] sono rispettivamente le matrici o vettori dei carichi applicati alla struttura 
ed al fluido; 
[R] è una matrice di “accoppiamento”, che rappresenta l’effettiva superficie associata a 
ciascun nodo sull’interfaccia fluido-struttura; 
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{U} è il vettore degli spostamenti nodali della struttura; 
{P} è il vettore delle pressioni nodali del fluido; 
ρ0 è la densità del fluido. 
L’integrazione di questo sistema differenziale può essere calcolata tramite uno schema semi-
implicito o esplicito. In generale gli schemi impliciti sono stabili senza condizioni mentre 
quelli espliciti sono condizionatamente stabili. Questo implica che con gli schemi espliciti 
devono essere utilizzati passi temporali più piccoli. Ciò nonostante gli schemi espliciti sono 
più facili da calcolare e possono non richiedere l’inversione di matrici [12]. In particolare, la 
matrice di accoppiamento [R] tiene conto anche della direzione del vettore normale, definita 
per ogni coppia di elementi, fluido-struttura, coincidenti, appartenenti alla superficie 
d’interfaccia. La direzione positiva del vettore normale, secondo la definizione utilizzata dal 
programma ANSYS, è quella che va dalla griglia del fluido alla griglia della struttura. Il 
trasferimento di carico può avvenire, a sua volta, attraverso superfici o volumi. Sia l’entità di 
carico del fluido sia della struttura, che si vengono a creare all’interfaccia, sono funzioni 
nodali sconosciute. Perciò, portando questi “carichi” incogniti al primo membro delle 








M K R FUU
R M K FPP

  (3.31) 
La (3.36) implica che i nodi posti sull’interfaccia fluido-struttura hanno sia lo spostamento sia 
la pressione come gradi di libertà. Nella maggior parte delle applicazioni, la griglia del 
dominio fluido e quella della regione solida sono dissimili lungo la sezione d’interfaccia 
perché la griglia della parte fluida e quella della struttura hanno differenti requisiti di 
risoluzione. Tramite un’analisi multicampo si è in grado di risolvere automaticamente tale 




dal Fluido al Solido 
Trasferimento dati 
dal Solido al Fluido 
Opzioni base dell’analisi 
Conservativo 
Le 3 componenti di 
forza; 




Entrambe le griglia poco fitte con il 
numero di nodi sul lato fluido 




Le 3 componenti di 
forza; 




Griglia della parte solida raffinata 
con il numero di nodi sul lato solido 
maggiore del numero di nodi sul 
lato fluido. 
Tabella 3-1 Quantità trasferite all’interfaccia. 
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Per eseguire questo tipo di analisi, il modello fluido e gli elementi della griglia della regione 
fluida devono essere creati in primo luogo. In seguito, si applicano le opportune condizioni al 
bordo per la regione fluido, le proprietà del materiale fluido e i criteri per l’analisi e la 
risoluzione del problema [1]. In generale, l’accoppiamento tra i due diversi campi può essere 
compiuto o attraverso una matrice di accoppiamento (accoppiamento diretto) o attraverso il 
vettore di carico all’interfaccia (accoppiamento sequenziale). In particolare, con l’ausilio della 
Figura 3-10, che mostra l’algoritmo di analisi sequenziale di accoppiamento, si osserva che le 
equazioni per il dominio fluido e per il dominio solido sono risolte in maniera sequenziale e 
tutte le quantità (forze, eventuali flussi di calore, spostamenti, velocità, temperature) di 
trasferimento tra le due regioni insieme alla griglia della parte fluida sono aggiornati in 
maniera sequenziale ad ogni passo temporale. Il ciclo termina quando l’analisi di convergenza 
temporale e spaziale è soddisfatta [5]. 
 
Figura 3-10 Ciclo algoritmo risolutivo. 
 
 
3.4.1 Formulazione Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) 
 
L’ANSYS include anche funzioni che consentono di simulare l’interazione fluido-struttura 
(FSI), mediante l’impiego di algoritmi ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian). Questi sono 
necessari per accoppiare l’analisi strutturale, condotta con formulazioni lagrangiane, con 
quella fluidodinamica, che sfrutta invece formulazioni euleriane. In particolare si ricorda che 
un riferimento lagrangiano è comodo nella meccanica dei solidi e consiste nel definire una 
griglia sull’oggetto studiato e poi muoverla quando il materiale si deforma. Il moto della 
griglia definisce così lo spostamento di ogni singola particella del solido. Nel riferimento 
lagrangiano la conservazione della massa è sempre soddisfatta poiché ogni parte della griglia 
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contiene sempre la stessa quantità di massa. Tale sistema di riferimento, però, non è per niente 
comodo per la meccanica dei fluidi. Le particelle fluide non sono coesive quanto le particelle 
solide e quindi, indipendentemente da quanto possa essere fine la griglia iniziale, queste 
possono allontanarsi in modo considerevole l’una dall’altra, o presentare moti vorticosi, col 
risultato che la griglia si deforma eccessivamente fino anche a sovrapporsi, rendendo molto 
difficile la determinazione del moto del fluido. In questi casi si usa un sistema di riferimento 
euleriano, che rimane fisso nello spazio e permette al fluido di fluire attraverso la griglia 
(volume di controllo). In questo caso, la conservazione della massa va imposta esplicitamente 
sul flusso che attraversa l’elemento della griglia. Tuttavia il sistema di riferimento euleriano 
non fornisce in modo diretto il moto delle particelle di fluido, col risultato di essere 
particolarmente scomodo per problemi ad esempio in cui il contorno è una superficie libera. 
Le equazioni del fluido si presenteranno quindi come le equazioni di Navier-Stokes in un 
riferimento euleriano, eccezion fatta per il termine convettivo. Le condizioni al contorno da 
imporre al campo di moto del fluido sono di non scorrimento. In altre parole, il metodo 
iterativo ALE risolve l’equazione per il fluido in un dominio che può variare nel tempo e 
procede adattando la griglia di calcolo a ogni passo per seguire il movimento del contorno, in 
modo da avere una griglia conformata al contorno stesso. Esprime le derivate temporali 
rispetto a una configurazione fissa di riferimento 0  alla quale associa ogni punto nel 
dominio corrente Ω(t), ricorrendo a un omomorfismo detto mappatura ALE, tA : 
 0: ( )tA t  (3.32) 
Tale mappatura è arbitraria, a patto che la griglia sia conformata sull’evoluzione del contorno 
del dominio, che a sua volta sarà o un dato del problema o il risultato dell’accoppiamento con 
il sistema differenziale del modello strutturale. La mappatura del contorno 0 t  
fornisce quindi l’evoluzione temporale della griglia su cui sono definiti gli elementi di 
calcolo, durante il movimento del dominio. Il sistema di equazioni differenziali ordinarie che 
deriva dalla discretizzazione spaziale, descrive l’evoluzione della soluzione lungo delle 
traiettorie che sono contenute nel dominio computazionale per ogni istante di tempo t. 
Gli algoritmi ALE operano ridefinendo la griglia lagrangiana nel dominio fluido ogni qual 
volta la distorsione di questa supera determinati limiti arbitrariamente imposti (da cui il 
termine Arbitrary), tale operazione è possibile grazie all’attivazione degli spostamenti come 
gradi di libertà anche al dominio fluido tramite il KEYOPT (4) dell’elemento FLUID. Il 
vantaggio che deriva dall’utilizzo dello schema ALE a livello discreto è che lo schema di 
avanzamento nel tempo fornisce direttamente l’evoluzione temporale delle incognite ai nodi 
della griglia e di conseguenza l’evoluzione dei gradi di libertà di un classico problema a 
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elementi finiti. Il metodo ALE può essere vantaggioso, inoltre, in problemi in cui il contorno 
si muove con una legge temporale nota e con piccoli spostamenti, tali per cui la griglia 
computazionale non subisce distorsioni tali da richiedere un’operazione di rigenerazione della 
griglia, che comporterebbe un elevato costo computazionale dovuto alla ridefinizione di tutte 





In sintesi, per affrontare un’analisi d’interazione fluido-struttura bisogna seguire i seguenti 
passi: 
1. Impostare l’analisi fluido-struttura; 
2. Definire la zona d’interfaccia; 
3. Specificare le opzioni per le interazioni della soluzione della parte fluida; 
4. Ottenere la soluzione; 
5. Discutere e commentare i risultati della simulazione. 
Senza dimenticare però che il metodo degli elementi finiti fornisce soluzioni approssimate e 
che se le funzioni di forma rispettano determinate condizioni, il metodo è tuttavia convergente 
all’aumentare del numero dei gradi di libertà. È di particolare interesse, quindi: 
 analizzare la velocità di convergenza; 
 analizzare la possibilità di fornire stime “a posteriori” dell’errore associato ad un 
determinato modello; 
 stabilire come modificare un modello per ridurre l’errore entro limiti prestabiliti [4]. 
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4 Applicazioni del codice ANSYS/FLOTRAN a 






Scopo delle analisi riportate nel presente capitolo è capire l’influenza di varie caratteristiche 
del modello numerico (numero di elementi, spaziatura, settaggi per la convergenza) sulla 
precisione della soluzione calcolata da ANSYS/FLOTRAN (modellazione bidimensionale) 
per un modello di condotto piano e assialsimmetrico. Tali simulazioni sono fatte a parità di 
gradiente di pressione per unità di lunghezza. I risultati ottenuti sono stati confrontati con i 
risultati teorici di flusso alla Poiseuille trovati in letteratura, Figura 4-1. Le simulazioni dei 
modelli ANSYS/FLOTRAN sono state svolte su un notebook ASUS L8400L con un singolo 
processore Pentium III da 1.2 GHz e 384 MB di memoria RAM. 
 
Figura 4-1 Schema simulazioni. 
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Sfruttando la simmetria assiale si è creato un modello 2D: 
 
Altezza h = 2.5 mm 
 
Figura 4-2 Geometria. 
Lunghezza l = 25 mm 
Tipo di elemento 




4.1.2 Proprietà fluido 
 
Densità (costante)   ρ = 1000 kg/m3 
Viscosità dinamica (costante) µ = 0.001 Pa s 
Viscosità cinematica   υ = µ / ρ 
 
 
4.1.3 Caratteristiche della griglia 
 
 Il numero di elementi sulla semi-sezione trasversale è stato posto pari a 10. 
 La spaziatura s, ossia il rapporto tra le dimensioni dell’elemento più vicino alla 
parete e l’elemento vicino l’asse di simmetria, variabile in modulo tra 1 (spaziatura 
uniforme) e 5 (Figura 4-3). 
 200 elementi in totale. 
 
s = 1 
 
s = 3 
 
s = 5 
Figura 4-3 Griglia al variare di s. 
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4.1.4 Condizioni al contorno 
 
Con riferimento alla Figura 4-2 sono state assegnate le seguenti condizioni al contorno: 
 Velocità nulla sulla parete lambita dal fluido (condizione di non scorrimento): 
 
0x yv v per y h  (4.1) 
 Componente della velocità ortogonale alla parete nulla sia alla sezione di imbocco che alla 









v per x l
v per y
 (4.2) 
 Pressione alla sezione d’ingresso calcolata dalla geometria e dal numero di Reynolds 







p p Pa per x
h
 (4.3) 
dove, essendo la differenza di pressione tra ingresso e uscita il parametro fondamentale, è 
stato imposto, per comodità di calcolo, un valore nullo di pressione alla sezione d’uscita: 
 0outp Pa per x l  (4.4) 
In genere, in questo tipo di problemi, si assegnano il valore della velocità o della portata in 
massa o della pressione statica per la sezione d’ingresso. Per problemi subsonici, se una 
condizione al contorno non è specificata per una variabile dipendente da quelle impostate, è 




4.1.5 Settaggi soluzione 
 
È impostato un moto stazionario e in regime laminare e il numero massimo d’iterazioni che 
ANSYS dovrà eseguire, in caso di non convergenza della soluzione pari a 10000, ossia, se la 
soluzione non converge entro le 10000 iterazioni ANSYS si blocca dando i risultati ottenuti 
nel numero d’iterazioni prestabilito. Come ordine di precisione degli schemi numerici di 
soluzione sono stati lasciati quelli di defaul del codice, ossia un secondo ordine per tutte le 
grandezze tranne per la pressione in cui è imposto un primo ordine. 
I fattori di rilassamento inerziali sono impostati e modificati tramite il comando: 
FLDATA34, MIR, MOME, Valore 
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dove 
MIR (modified inertial relaxation factors) indica l’attivazione di una classe di 
algoritmi per la stabilità della soluzione. All’interno di questa classe si possono 
attivare fattori di rilassamento per la quantità di moto (MOME), per la turbolenza 
(TURB) o per l’energia (TEMP). 
Seguendo le indicazioni del codice si è scelto di attivare un algoritmo MOME. 
Il Valore è un numero reale positivo raccomandato tra 0.1 e 1.0. Più è grande tale 
valore più è robusto il criterio di convergenza con conseguente aumento del numero 
d’iterazioni necessario alla convergenza stessa. 
 
Si fa notare, però, come tali algoritmi non siano descritti all’interno del manuale del codice, 





Per un confronto più accurato tra la soluzione ottenuta dalla teoria con quella ottenuta dal 
codice di calcolo utilizzato, si è scelto di utilizzare tre sezioni di controllo (Sez.0 per x = 0, 
Sez.1 per x = l/2, Sez.2 per x = l), in modo da seguire l’evolversi del profilo di velocità, 
all’avanzare del moto del fluido nel condotto. Su ogni sezione è stata rilevata la soluzione 
Nodale in 7 nodi così distribuiti (Figura 4-4): 
1 sulla parete superiore 
1 in prossimità della parete 
1 sull’asse di simmetria 
1 in prossimità dell’asse 
3 in posizione intermedia 
 
Figura 4-4 Nodi scelti per il confronto tra 
soluzione numerica e teorica. 
In conformità a tali considerazioni il confronto, tra soluzione teorica e soluzione numerica, si 
è compiuto sia al variare del valore di rilassamento dei fattori inerziali, sia al variare del 





Come si può osservare dalla Figura 4-5 i valori nodali delle velocità calcolati dal software, 
corrispondono a quelli della soluzione teorica, che ha andamento parabolico (in realtà 
l’andamento sugli elementi è lineare a tratti). Dai grafici rappresentanti l’errore, invece, si 
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nota che a parità del valore del MOME i valori delle velocità calcolati tramite il codice di 
calcolo, con un rapporto di spaziatura della griglia più alto, sono più vicini a quelli teorici. 
Infatti, all’aumentare del rapporto di spaziatura e al diminuire del valore di rilassamento dei 
fattori inerziali della quantità di moto, l’errore massimo ( ve ) tra i valori teorici (vt) e i valori 







v  (4.5) 
è stato utilizzato come parametro di riferimento e come indice qualitativo delle stesse 
simulazioni. 
 
Figura 4-5 Confronto tra la velocità teorica e calcolata al variare della spaziatura (s). 
Come si può notare dalle figure successive, rappresentanti l’errore percentuale, il valore di 
velocità all’asse di simmetria, in ANSYS, passa da circa 0.0154‰, alla sezione d’imbocco, a 
circa 0.0157‰, alla sezione di uscita, per s = 5 e fattore di rilassamento pari a 0.1. 
 
Figura 4-6 Confronto valori rapporti velocità teorici-calcolati al variare del valore di 
rilassamento dei fattori inerziali della quantità di moto (Sez.0, s = 1). 
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Figura 4-7 Confronto valori rapporti velocità teorici- calcolati al variare del valore di 
rilassamento dei fattori inerziali della quantità di moto (Sez.0, s = 3). 
 
Figura 4-8 Confronto valori rapporti velocità teorici- calcolati al variare del valore di 
rilassamento dei fattori inerziali della quantità di moto (Sez.0, s = 5). 
Dai risultati per le altre due sezioni di controllo (riportati in Appendice C), si possono fare 
osservazioni analoghe; infatti, come previsto dalla soluzione teorica, il profilo di velocità 
risulta costante su tutto il condotto. 
 
 
Tensioni alla parete 
 
Per il calcolo delle tensioni tangenziali alla parete si sono confrontati i valori teorici delle 







con i rispettivi valori calcolati in ANSYS per i nodi delle sezioni di controllo, 
immediatamente vicino la parete. Il gradiente di velocità alla parete può essere calcolato, in 
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maniera approssimata, essendo nulla la velocità alla parete, valutando il termine tra parentesi 
come il rapporto tra il valore della velocità calcolato nel nodo più vicino alla parete (ma non 
sulla parete) e la distanza di tale nodo dalla parete stessa. Tali valori di tensioni, per come 
sono stati calcolati, risentono del rapporto di spaziatura della griglia, poiché varia il dy, del 
valore del MOME, poiché varia il valore delle componenti di velocità, ma non risentono della 
sezione di controllo esaminata. A titolo di esempio per il caso in cui il valore del MOME è 
pari a 0.1 e s pari a 5, si riportano i valori delle tensioni calcolate (
*
c ) tramite i valori di 
velocità vc, i valori delle tensioni teoriche ( t ) e quelli calcolati direttamente con gli elementi 




e  (4.7) 
  0.098 dy mm  (4.8) 
 
* 0.123c Pa  (4.9) 
 0.128t Pa  (4.10) 
 0.125c Pa  (4.11) 
 
* 2.047e  (4.12) 
 2.05e  (4.13) 
Da una prima stima dei risultati ottenuti si nota che la precisione della soluzione calcolata in 
ANSYS aumenta al diminuire del valore del MOME e all’aumentare del rapporto di 
spaziatura della griglia, e dà ottimi risultati per quanto riguarda i profili di velocità ma più 
grandi per quanto riguarda i valori delle tensioni. Errori comunque accettabili essendo la 
tensione una grandezza derivata della velocità, quindi con un ordine di precisione in meno. 
Poiché il valore delle tensioni alla parete è una grandezza importante in campo biomedico, 
come migliore approssimazione si è eseguita una stima delle tensioni dal fit dei valori di 
velocità calcolati in ANSYS (vc) con una polinomiale di secondo grado (Figure 4-9), sapendo 
che la soluzione teorica del profilo di velocità di Poiseuille ha un andamento parabolico. 
Calcolando la derivata dell’equazione della polinomiale alla parete e moltiplicandola per il 
valore della viscosità µ si ottiene il valore della tensione alla parete τf . In Tabella 4-1 sono 
riportate come esempio le stime delle tensioni per un valore di spaziatura s pari a 5 e il 
rispettivo errore percentuale rispetto al valore teorico di tensione. 
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s τf [Pa] τc [Pa] τt [Pa] Errore della τc Errore della τf 
5 0.128 0.125 0.128 2.05% 0.1‰ 
Tabella 4-1 Errori percentuali delle tensioni alla parete. 
Da notare come una stima di ordine superiore porti a un valore di tensione uguale al valore 
teorico. 
 
Figura 4-9 Fit polinomiale delle velocità per s = 5. 
Per quanto riguarda invece il numero d’iterazioni necessario per la convergenza della 
soluzione si nota che tale numero aumenta all’aumentare del valore di rilassamento dei fattori 
inerziali della quantità di moto e diminuisce all’aumentare del rapporto di spaziatura della 
griglia, variando in un intervallo compreso tra 1350 e 4950 iterazioni, corrispondenti a un 
tempo di calcolo compreso approssimativamente tra 4 e 10 minuti. 
 
 
Influenza rapporto lati elemento 
 
Fissati i valori di s e del MOME, si è studiata l’influenza del rapporto re tra i lati del generico 
elemento della griglia ( x y  ) in caso di spaziatura uniforme (s = 1) sull’errore percentuale 
dei risultati. Facendo variare re ( 15     5re ), ossia tenendo fissi il numero di elementi 
lungo il raggio in base al valore di s si varia il numero di elementi lungo l’asse, in modo da 
avere una griglia più o meno rada assialmente. Si è così osservato che l’errore percentuale del 
rapporto velocità teorica-calcolata ev, diminuisce all’aumentare del valore di re (griglia 
sempre più rada, Figure 4-10 e 4-11). 
L’errore percentuale del rapporto tensione teorica-calcolata eτ, dipendendo prevalentemente 
solo da s, rimane costante al variare di re. Per le simulazioni seguenti si è fissato re pari a 5. 
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Figura 4-10 Confronto valori rapporti velocità teorici-calcolati al variare del rapporto 
tra i lati dell’elemento della griglia tra 5-1 e 2-1 (Sez.0, s = 5). 
 
Figura 4-11 Confronto valori rapporti velocità teorici-calcolati al variare del rapporto 





A parità di geometria, di condizioni al contorno e settaggi della soluzione (re, s, MOME), 
cambiando semplicemente la natura del fluido da acqua a sangue, si osserva la naturale 
variazione dei valori numerici delle grandezze direttamente legati alle proprietà del fluido 
(viscosità dinamica), ma non degli errori percentuali. Analogamente per quanto riguarda il 
numero d’iterazioni e del tempo di calcolo necessario per la convergenza della soluzione. 
 
 
4.2 Moto stazionario in un condotto rigido assialsimmetrico 
 
Analogamente a quanto fatto per il modello 
piano, si è utilizzato un modello (Figura 
4.12) dalle stesse dimensioni geometriche e 
dalle stesse caratteristiche della griglia. 
 
Figura 4-12 Geometria. 
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4.2.1 Condizioni al contorno 
 
Con riferimento alla Figura 4-12 sono state assegnate le seguenti condizioni al contorno: 
 Velocità nulla sulla parete lambita dal fluido (condizione di non scorrimento): 
 
0x yv v per y r  (4.14) 
 Componente della velocità ortogonale alla parete nulla sia alla sezione di imbocco che 









v per x l
v per y
 (4.15) 
 Pressione alla sezione d’ingresso calcolata dalla geometria e dal numero di Reynolds 







p p Pa per x
h
 (4.16) 
dove, essendo la differenza di pressione tra ingresso e uscita il parametro fondamentale, è 
stato imposto, per comodità di calcolo, un valore nullo di pressione alla sezione d’uscita: 





Analogamente al caso piano, su ognuna delle tre sezioni di controllo (Sez.0 per x = 0, Sez.1 
per x = l/2, Sez.2 per x = l) è stata rilevata la soluzione Nodale in 7 nodi così distribuiti 
(Figura 4-13): 
1 sulla parete 
1 sull’asse del condotto 
1 in prossimità della parete 
4 compresi tra il precedente e l’asse 
 




Al diminuire del rapporto di spaziatura e all’aumentare del valore di rilassamento dei fattori 
inerziali della quantità di moto, l’errore massimo ev del rapporto tra i valori teorici e i valori 
calcolati è di circa 6.96‰, per s = 1 e per MOME = 1.0. Analoghe osservazioni sono fatte per 
le altre due sezioni di controllo (riportati in Appendice C). 
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Tensioni alla parete 
 
Si riportano i valori delle tensioni e dei relativi errori, per il caso in cui s = 1 e per MOME 
pari a 1.0: 
  0.25 dr mm  (4.18) 
 0.256t Pa  (4.19) 
 
* 0.230c Pa  (4.20) 
 0.243c Pa  (4.21) 
 
* 5.556e  (4.22) 
 5.350e  (4.23) 
La qualità di tali valori migliora se, a parità del valore del MOME, si considera il caso in cui  
s = 5, poiché diminuisce il valore di dr: 
  0.098 dr mm  (4.24) 
 
* 0.246c Pa  (4.25) 
 0.256t Pa  (4.26) 
 0.251c Pa  (4.27) 
 
* 2.047e  (4.28) 
 1.992e  (4.29) 
In tal caso però l’errore ev sulla velocità è dell’ordine dell’1.68%. 
Da una prima analisi dei risultati ottenuti si nota che la precisione della soluzione calcolata in 
ANSYS aumenta al diminuire del valore del MOME e all’aumentare del rapporto di 
spaziatura della griglia, e dà ottimi risultati per quanto riguarda i profili di velocità e 
accettabili per quanto riguarda i valori delle tensioni. 
Il numero d’iterazioni necessario per la convergenza della soluzione varia in un intervallo 
compreso tra 1350 e 3400 iterazioni, corrispondenti a un tempo di calcolo compreso 
approssimativamente tra 6 e 10 minuti per ogni singola simulazione. 
Poiché il wall shear stress è una grandezza importante in campo biomedico, come migliore 
approssimazione si è eseguita una stima delle tensioni dal fit dei valori di velocità calcolati in 
ANSYS (vc) con una polinomiale di secondo grado (Figure 4-14 4-15), in analogia alla 
soluzione teorica. Calcolando la derivata dell’equazione della polinomiale in x = 2.5 mm (alla 
parete) e moltiplicandola per il valore della viscosità µ si ottiene il valore della tensione alla 
parete τf . In Tabella 4-2 sono riportate come esempio le stime delle tensioni per un valore di 
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spaziatura s pari a 1 e a 5 e il rispettivo errore percentuale rispetto al valore teorico di 
tensione. 
s τf [Pa] τc [Pa] τt [Pa] Errore della τc Errore della τf 
1 0.255 0.243 0.256 5.350% 0.392% 
5 0.254 0.251 0.256 1.992% 0.787% 
Tabella 4-2 Errori percentuali delle tensioni alla parete. 
 
Figura 4-14 Fit polinomiale delle velocità per s = 1. 
 
Figura 4-15 Fit polinomiale delle velocità per s = 5. 
 
 
Influenza rapporto lati elemento 
 
In questo caso, l’errore percentuale del rapporto velocità teorica-calcolata (Figura 4-16) 
diminuisce al diminuire del valore di re mantenendo un andamento lineare fino al valore re = 
2
-1
 (valore scelto per le simulazioni successive). Da notare come, contrariamente al caso 
piano, aumentando il numero di elementi sull’asse si ha un miglioramento dell’errore 
percentuale della velocità. Tuttavia, l’errore percentuale del rapporto tensione teorica-
calcolata rimane costante al variare di re. 
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Figura 4-16 Confronto valori rapporti velocità teorici-calcolati al variare del rapporto 





A parità di geometria, di condizioni al contorno e settaggi della soluzione (re, s, MOME), 
cambiando semplicemente la natura del fluido da acqua a sangue, si osserva la naturale 
variazione dei valori numerici delle grandezze direttamente legati alle proprietà del fluido 
(viscosità dinamica), ma non degli errori percentuali (5.54‰ per il rapporto velocità teorica-
calcolata all’asse di simmetria e di 5.55% per il rapporto tensione teorica-calcolata alla 
parete). Analogamente per quanto riguarda il numero d’iterazioni e del tempo di calcolo 
necessario per la convergenza della soluzione. 
 
 
4.3 Condizioni al contorno 
 
Mantenendo i settaggi della soluzione testati nelle simulazioni precedenti, sono state 
analizzate altre condizioni al contorno, per il solo modello assialsimmetrico 2D. In particolare 
è stato imposto un profilo di velocità costante alla sezione d’ingresso pari al valor medio della 
velocità (0.16 [m/s]) e un valore nullo di pressione statica alla sezione d’uscita; si è calcolata 
quindi la lunghezza necessaria per ottenere un flusso completamente sviluppato con un profilo 
parabolico costante di velocità. La griglia del modello è formata da elementi quadrangolari. In 















200 3.143 E -09 5.881 E -10 3404 0.745 2 h 40 min 
Tabella 4-3 Risultati della simulazione assialsimmetrica per il calcolo della lunghezza di 
sviluppo del moto. 
Teoricamente la lunghezza minima di un condotto cilindrico necessaria affinché il flusso al 
suo interno sia completamente sviluppato in un moto laminare è data da: 
 l/r ~ 0.12 Re  (4.30) 
Tipicamente, una lunghezza compresa tra 40 e 50 volte il raggio è sufficiente. In questa 
regione di sviluppo del moto la griglia può essere grossolana, poiché la caratteristica 
importante è la lunghezza del condotto e non il numero di nodi presenti in essa [1]. 
 
Figura 4-17 Lunghezza condotto per avere un moto sviluppato. 
Contrariamente però a quanto riportato nella letteratura teorica la lunghezza del condotto per 
avere un moto completamente sviluppato calcolata in ANSYS/FLOTRAN è risultata molto 
più grande, dell’ordine di 130 volte il raggio, come riportato in Figura 4-17 
 
Figura 4-18 Lunghezza condotto per avere un gradiente di pressione lineare. 
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Si nota, invece, come la pressione lungo l’asse del condotto presenti un andamento pressoché 
lineare, in accordo con la teoria, già molto prima dello sviluppo completo del profilo di 





Da queste prime simulazioni in ambiente ANSYS/FLOTRAN è emerso che per simulare il 
minor errore percentuale della velocità massima, ve  per un flusso tra due lastre piane (caso 
piano) e per condotti assialsimmetrici, fissato il numero di elementi sulla semi-sezione 
d’imbocco pari a 10 si ottiente impostando i parametri per la soluzione riportati in Tabella 4-4. 




(fattore di rilassamento inerziale per la 
quantità di moto) 
0.1 1.0 
s 
(rapporto di spaziatura della griglia) 
5 1 
x yre    
(rapporto tra i lati di un elemento della 
griglia) 
5 1/2 
Tabella 4-4 Settaggi soluzione. 
Da notare come nel caso assialsimmetrico, contrariamente al caso piano, aumentando il 
numero di elementi sull’asse si ha un miglioramento dell’errore percentuale della velocità. 
Cambiando semplicemente la natura del fluido, da acqua a sangue, si osserva la naturale 
variazione dei valori numerici delle grandezze direttamente legati alle proprietà del fluido 
(viscosità dinamica), ma non degli errori percentuali delle grandezze di controllo e dei tempi 
di calcolo. 
Tali risultati, però, in apparenza incoraggianti e buoni per proseguire nell’intento di 
accoppiare a tale modello fluido uno solido per simulare l’interazione fluido-struttura, si sono 
mostrati inaffidabili durante le successive verifiche del modello ottimale da utilizzare. In 
realtà, come sarà riportato di seguito, la soluzione di un modello fluido in ambiente 
FLOTRAN è instabile e sensibile a vari parametri, quali, per esempio, la scelta dell’asse di 
assialsimmetria del modello e il numero di elementi della griglia in cui è suddiviso, come 
riportato nel paragrafo 6.3. 
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5 Applicazioni del codice ANSYS-CFX a 






Il solutore ANSYS CFX, a differenza del FLOTRAN, utilizza una tecnologia più moderna 
con un solutore algebrico accoppiato multi-grid e un sistema di parallelizzazione 
estremamente efficace per contribuire a garantire che la soluzione del problema converga in 
modo più rapido e affidabile. 
 
Figura 5-1 Struttura ANSYS CFX. 
Scopo delle analisi riportate nel presente capitolo è capire l’influenza di varie caratteristiche 
del modello numerico 3D sulla precisione della soluzione calcolata in ANSYS Workbench v 
11.0 SP1 e di confrontare tali risultati con quelli ottenuti con i modelli 2D in ambiente 
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FLOTRAN. Per la modellazione 3D ANSYS Workbench include i seguenti ambienti (Figura 5-
1) [1]: 
 DesignModeler (modellazione geometrica) 
 Grigliaing (definizione griglia) 
 Advanced CFD (solutore). 
Queste simulazioni sono state eseguite su un PC Desktop con un processore Pentium IV da 
2.6 GHz e 1 GB di memoria RAM. 
 
 




I primi test sono stati svolti su un settore di 90° 
di un condotto cilindrico di raggio r = 2.5 mm e 
lungo l = 25 mm e asse Z di assialsimmetria, 
come riportato in Figura 5-2. 
  
Figura 5-2 Geometria modello 3D. 
 
 
5.1.2 Caratteristiche della griglia 
 
In tutti i seguenti test case, i quali simulano solo la parte fluida, si è assegnata una “preferenza 
fisica”, così indicata dal programma, della griglia: CFD. I creatori di griglia disponibili per 
l’analisi CFD sono: 
 CFX-MESH, che genera una griglia non strutturata, di alta qualità per simulazioni di 
fluidodinamica computazionale. Basato su criteri rigorosi per il rispetto della forma 
degli elementi. In generale, CFX-MESH crea elementi a forma tetraedrica, esaedrica e 
prismatica. 
 SWEEP, tecnica per la creazione di griglia libere con elementi esaedrici e prismatici. 
Workbench verifica automaticamente se il corpo soddisfi i requisiti topologici 
dell’algoritmo di SWEEP, quindi sceglie le due superfici del corpo topologicamente 
contrapposte (sui lati opposti). Queste superfici sono definite come superficie di 
origine e di destinazione. Il programma creerà la griglia a partire della superficie di 
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origine con facce quadrilaterali e triangolari e la copierà sulla superficie di 
destinazione. A questo punto, genererà elementi esaedrici o prismatici per collegare le 
due superfici, adattandoli alla topologia esterna del corpo [1]. 
Per ogni tecnica di generazione della griglia sono state eseguite delle simulazioni con: 
 griglia uniforme 
 griglia infittita in prossimità della parete (tecnica utilizzata per una miglior stima dei 
valori delle tensioni alla parete). 
Si è partiti da una griglia uniforme e in certi casi si è infittita alla parete come mostrato dai 
dati riportati nelle seguenti tabelle (5-1 e 5-2) e graficamente nella Figura 5-3 (per esempio, 







































0.25 SI 10 1 0.25 
5 SWEEP 0.25 NO --- --- --- 
6 SWEEP 0.25 SI 10 2.5 --- 




















1 64 4 8 2041 --- 8626 
2 100 8 16 9494 15400 --- 
3 100 4+10 8 11211 2400 8000 
4 100 8+10 16 25755 13600 16000 
5 100 10 16 17271 16000 --- 
6 100 10 16 17271 16000 --- 
Tabella 5-2 Dati statistici della griglia. 
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TEST CASE nr. 1. 
 
TEST CASE nr. 2. 
 
TEST CASE nr. 3. 
 
TEST CASE nr. 4. 
 
TEST CASE nr. 5. 
 
TEST CASE nr. 6. 
Figura 5-3 Griglia dei vari TEST CASE. 
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5.1.3 Condizioni al contorno 
 
In realtà, la combinazione di condizioni al contorno utilizzata, in analogia a quella usata per i 
test case descritti nel capitolo 4, è sconsigliata da un punto di vista di tempo di calcolo per 
arrivare a convergenza della soluzione. Possibili combinazioni per un problema del genere 
sono [1]: 
 Impostare il valore della velocità o della portata in massa alla sezione d’ingresso e 
valore della pressione statica alla sezione d’uscita (combinazione ottima); 
 Impostare il valore della pressione totale alla sezione d’ingresso e valore della velocità 
o della portata in massa alla sezione d’uscita (combinazione buona); 
 Impostare il valore della pressione totale alla sezione d’ingresso e valore della 
pressione statica alla sezione d’uscita (combinazione sensibile alle condizioni iniziali); 
 Impostare il valore della pressione statica sia alla sezione d’ingresso sia alla sezione 
d’uscita (combinazione inattendibile, non raccomandata); 
Definito il fluido (acqua) in regime laminare stazionario con un valore di pressione di 
riferimento pari a 100 Pa (in ambiente Advanced CFX), s’impongono le seguenti condizioni 
al contorno per le varie sezioni: 
 Sezione d’ingresso (z = 0) 
Tipo: INLET 
Regime del flusso: subsonico 
Opzione massa e quantità di moto: pressione statica 
Valore pressione relativa: 5.12 Pa 
Direzione del flusso: nessun gradiente (condizione di flusso già sviluppato) 
 Sezione d’uscita (z = l) 
Tipo: OUTLET 
Regime del flusso: subsonico 
Opzione massa e quantità di moto: pressione statica 
Valore pressione relativa: 0.0 Pa (per comodità di calcolo, quello che realmente 
importa è il gradiente di pressione tra ingresso e uscita, in analogia alle 
condizioni imposte nelle simulazioni in FLOTRAN) 
 Sezione laterale 
Tipo: WALL 
Influenza della parete sul fluido: no slip 
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5.1.4 Settaggi soluzione 
 
 Schema di soluzione del secondo ordine di precisione; 
 Numero massimo d’iterazioni è stato impostato caso per caso, in base all’andamento 
dei residui e riportato in Tabella 5-3. 
TEST CASE 1 2 3 4 5 6 
Nr. iterazioni massime 700 4500 3500 4500 4500 4500 
Tabella 5-3 Nr. iterazioni massime. 
Come mostrato in Figura 5-4, dal generico andamento dei residui (grandezze che 
misurano l’errore rispetto alla soluzione stazionaria) si nota come il calcolo della 
componente di velocità assiale (linea gialla) ha bisogno di molte più iterazioni rispetto 
alla altre grandezze, prima di arrivare a convergenza (valore pressoché costante delle 
oscillazioni dei residui all’aumentare del numero di iterazioni); 
 
 
Figura 5-4 Andamento generico dei residui. 
 Ordine di grandezza massimo dei residui delle variabili per la convergenza della 
soluzione, in analogia alle simulazioni fatte in FLOTRAN, è stato impostato pari a 1.0 
E -12. Dalla Figura 5-4 si nota, però, che la soluzione converge a un valore molto più 
grande di quello impostato. 
 
  





L’errore percentuale della velocità massima all’asse ev definito nell’equazione (4.5) è di circa 
due ordini di grandezza maggiore rispetto all’errore ottenuto nei modelli 2D in ambiente 














assiale di velocità) 
1 8626 0.1532 108.877 2.185 E-08 4.769 E-08 6 min 
2 15400 0.3626 11.748 1.536 E-08 6.224 E-08 2 h 
3 10400 0.3576 10.514 1.201 E-08 2.995 E-08 1 h 51 min 
4 29600 0.3607 11.284 9.015 E-09 3.589 E-08 4 h 32 min 
5 16000 0.3634 13.562 7.601 E-09 6.501 E-08 2 h 25 min 
6 16000 0.3639 12.064 5.159 E-09 3.688 E-08 2 h 28 min 
Tabella 5-4 Risultati primi test case. 
 
 
Tensioni alla parete 
 
Si riportano i valori e il rispettivo errore percentuale delle tensioni alla parete. 
TEST CASE Tensione calcolata [Pa] Tensione teorica [Pa] Errore % eτ 
2 0.2602 0.256 1.614 
3 0.2551 0.256 0.353 
4 0.2563 0.256 0.117 
5 0.2557 0.256 0.117 
6 0.2557 0.256 0.117 
Tabella 5-5 Risultati wall shear stress. 
I valori delle tensioni del test case nr.1 non sono riportati in quanto difficili da calcolare a 
causa di una griglia troppo grossolana. Si nota, invece, come l’ordine di errore ottenuto per i 
test case nr. 4, 5, 6 è ragionevole e accettabile. Tale errore risulta però più piccolo dell’errore 
ottenuto per la velocità, pur essendo la tensione una grandezza derivata della velocità stessa. 
Questo potrebbe essere spiegato dal fatto che la griglia del modello è infittita vicino la parete, 
per cui il profilo di velocità calcolato dal codice in questa zona è molto più accurato e preciso 
e con un errore percentuale rispetto al valore teorico corrispondente molto più piccolo di 
quello calcolato, poiché il nostro calcolo è stato fatto sul solo valore massimo di velocità 
(all’asse). 
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5.2 Calcolo lunghezza del modello per lo sviluppo del moto 
 
Il modello usato per il test case nr. 3 è risultato il migliore per la stima dell’errore percentuale 
della velocità massima e preso come modello base per i primi due successivi TEST CASE 
CFX. Scelta fatta per verificare se, anche in ambiente ANSYS-CFX come in ambiente 
FLOTRAN, aumentare il numero di elementi sull’asse di assialsimmetria comporta un 
aumento dell’errore sulla velocità massima assiale (TEST CASE CFX nr. 3). 
Sulla base dei risultati ottenuti per la stima delle tensioni alla parete si è considerato anche il 
test case nr. 4 e preso come modello per i TEST CASE CFX nr. 4 e 5, che sono stati utilizzati, 
con diverse combinazioni di condizioni al contorno, per calcolare la lunghezza minima del 
condotto necessaria per avere un flusso completamente sviluppato e un modello il più corto 
possibile per ridurre al massimo il numero di elementi della griglia e di conseguenza ridurre al 
minimo il tempo e i requisiti di calcolo. A tale scopo, in particolare, si è provato a imporre alla 
sezione d’ingresso del modello un profilo di velocità parabolico tipico di un moto già 
sviluppato (TEST CASE CFX nr. 4) e un profilo di velocità lineare (TEST CASE CFX nr. 5), 
a parità di portata. 
 
 
5.2.1 Geometria e caratteristiche della griglia 
 
Con riferimento alla Figura 5-2, aumentando la lunghezza del condotto pari a l = 500 mm, si 
sono considerati i seguenti modelli, tutti con un metodo CFX-MESH, spaziatura volumetrica 










1 valore predefinito 10 0.5 
2 valore predefinito 10 0.5 
3 valore predefinito 10 0.25 
4 0.25 5 0.25 
5 0.25 5 0.25 













1 4+10 8 55611 12000 40000 
2 4+10 8 55611 12000 40000 
3 8+10 16 127755 68000 80000 
4 8+5 16 85170 68000 40000 
5 8+5 16 85170 68000 40000 
Tabella 5-7 Dati statistici della griglia. 
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5.2.2 Condizioni al contorno 
 
Nei cinque TEST CASE CFX è stata modificata solo la condizione al contorno alla sezione 
d’ingresso rispettivamente come segue: 
TEST CASE CFX nr. 1 e nr. 3 
 Sezione d’ingresso (z = 0) 
Tipo: INLET 
Regime del flusso: subsonico 
Opzione massa e quantità di moto: Componenti cilindriche di velocità 
Valore componente assiale: 0.16 m/s 
Nulle le altre componenti 
Asse di rotazione: asse Z 
TEST CASE CFX nr. 2 
 Sezione d’ingresso (z = 0) 
Tipo: INLET 
Regime del flusso: subsonico 





Direzione flusso: Normale alla condizione al contorno 
TEST CASE CFX nr. 4 
 Sezione d’ingresso (z = 0) 
Tipo: INLET 
Regime del flusso: subsonico 
Opzione massa e quantità di moto: Componenti cilindriche di velocità 
Valore componente assiale: 0.32 [m/s] (1-(r/0.0025 [m])
2
) profilo parabolico 
Nulle le altre componenti 
Asse di rotazione: asse Z 
TEST CASE CFX nr. 5 
 Sezione d’ingresso (z = 0) 
Tipo: INLET 
Regime del flusso: subsonico 
Opzione massa e quantità di moto: Componenti cilindriche di velocità 
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Valore componente assiale: 0.48 [m/s] (1-r/0.0025 [m]) profilo lineare 
Nulle le altre componenti 
Asse di rotazione: asse Z 
Il tutto lasciando invariate le altre condizioni al contorno riportate di seguito 
 Sezione d’uscita (z = l) 
Tipo: OUTLET 
Regime del flusso: subsonico 
Opzione massa e quantità di moto: pressione statica 
Valore pressione relativa: 0.0 Pa 
 Sezione laterale 
Tipo: WALL 
Influenza della parete sul fluido: no slip 




5.2.3 Settaggi soluzione 
 
 Schema di soluzione del secondo ordine di precisione; 
 Numero massimo d’iterazioni è stato impostato pari a: 120 per i primi tre test case; 55 




Figura 5-5 Andamento generico dei residui. 
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 Ordine di grandezza massimo dei residui delle variabili per il raggiungimento della 
convergenza della soluzione, analogamente ai casi precedenti è stato imposto pari a 






Analogamente ai test case eseguiti in ambiente FLOTRAN, si è calcolata la lunghezza 
necessaria per ottenere un flusso completamente sviluppato con un profilo parabolico costante 
di velocità, fissato il rapporto l/r pari a 200 e il tipo di griglia. Come si nota dalla Tabella 5-8 
sinottica dei risultati, l’impostare un profilo di velocità di un moto già pienamente sviluppato 
peggiora notevolmente la qualità dei risultati, pur riducendo il numero d’iterazioni necessarie 




Forma del profilo di 

















2.005 E-08 7.132 E-08 120 1.84 14 min 
3 COSTANTE 1.851 E-08 7.534 E-08 120 0.65 31 min 
4 PARABOLICO 1.851 E-08 7.534 E-08 55 196.30 18 min 
5 LINEARE 1.816 E-08 7.119 E-08 100 0.93 20 min 
Tabella 5-8 Risultati TEST CASE CFX. 
Anche impostando un profilo di velocità quasi esatto non aiuta a ridurre la lunghezza del 
modello. Infatti, contrariamente a quanto riportato nella letteratura, la lunghezza del condotto 
per avere un moto completamente sviluppato calcolata in ANSYS CFX, è stata stimata 
dell’ordine di 160 volte il raggio, come riportato nei seguenti grafici in Figura 5-11. A 
differenza dei modelli 2D in ambiente FLOTRAN, in cui l’errore sulla componente massima 
assiale di velocità è risultato dell’ordine dello 0.745% (Tabella 4-3), nei modelli 3D è risultato 
dell’ordine dello 0.9% (Tabella 5-8, TEST CASE CFX nr. 1). In realtà, il TEST CASE nr. 3 ha 
portato ad un errore più piccolo, ma come si nota dalle oscillazioni del valore di velocità 
(Figura 5-6), tale modello non può essere preso in considerazione in quanto non è lungo 
abbastanza per ottenere un moto completamente sviluppato. 
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TEST CASE CFX nr. 1. 
 
TEST CASE CFX nr. 2. 
 
TEST CASE CFX nr. 3. 
 
TEST CASE CFX nr. 4. 
 
TEST CASE CFX nr. 5. 
Sull’asse delle ascisse è riportato il numero 
di parti in cui è stato suddiviso il path creato 
sull’asse (ogni parte equivale a 0.5 mm) 
Figura 5-6 Lunghezza di sviluppo del moto. 
Inoltre, rispetto ai modelli 2D, in ANSYS-CFX è necessario avere una lunghezza maggiore 
del condotto per simulare un flusso pienamente sviluppato. Analogamente per quanto riguarda 
l’andamento del gradiente di pressione sull’asse di assialsimmetria (Figura 5-7). 
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Da queste prime simulazioni in ambiente ANSYS CFX è emerso che per meglio simulare 
(minor errore percentuale della velocità massima, ve ) un flusso in condotto assialsimmetrico è 
necessario impostare un metodo CFX-MESH (riportato nel paragrafo 5.1.2) e impostare come 
condizioni al contorno un valore costante di velocità all’ingresso lungo la direzione del flusso 
e un valore di pressione statica all’uscita. Tale modello sarà alla base delle simulazioni 
successive d’interazione fluido-struttura riportate nel capitolo seguente. 
Il programma ANSYS CFX si è mostrato migliore dell’ambiente FLOTRAN solo per una 
minor richiesta di spazio fisico del disco rigido da parte delle simulazioni eseguite (20 MB 
contro i 40 MB dell’ambiente FLOTRAN). Per contro, l’ambiente FLOTRAN si è mostrato 
molto più affidabile e preciso rispetto all’ANSYS CFX sia come ordine di precisione dei 
risultati, sia come tempi di calcolo, sia come requisiti di potenza di calcolo e quantità di 
memoria RAM allocata richiesta. 
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6 Applicazioni del codice ANSYS 






In biomedica, l’analisi d’interazione fluido-struttura (FSI) per la modellazione di un’arteria 
elastica è volta alla comprensione del meccanismo d’interazione esistente tra il sangue e la 
parete del vaso. Tale interazione è alla base del moto del sangue all’interno del sistema 
vascolare. 
A questo punto però per simulare tali problemi attraverso il software ANSYS si aprono 
diverse tecniche di soluzione una per ogni diverso solutore e metodo offerto dal programma. 
Dalla versione 8.0 del programma (Figura 6-1) si è rivolta particolare attenzione allo sviluppo 
di codici in grado di risolvere problemi d’interazione fluido-struttura con la nascita di un vero 
e proprio ambiente Multi-field solver e di un primo solutore contenente la famiglia dei 
comandi FSI, Fluid-Solid Interaction, comandi non più sviluppati e documentati a patire dalla 
versione 10.0 dello stesso programma. In parallelo sono stati sviluppati e portati avanti altri 
due diversi solutori: 
 il solutore con la famiglia dei comandi MFS, propria dell’ambiente Multi-field solver, 
(che ha sostituito il vecchio solutore FSI); 
 il solutore MFX basato sull’interazione dell’ambiente Multi-field solver e del codice 
CFX. 
Un’altra possibile tecnica di soluzione nata dallo sviluppo: 
1. del linguaggio parametrico APDL (ANSYS Parametric Design Language), potente 
linguaggio di calcolo per l’ottimizzazione di analisi fluidodinamiche FEM 
2. di alcuni particolari comandi tipo: LDREAD, ESSOLVE/FSSOLVE 
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3. nella creazione di possibili MACRO 
e già presente nelle versioni precedenti alla 8.0 è la tecnica PE, Physics Environment. Tecnica 
basata sulla scrittura di singoli file (PHYSICS FILE) per ogni campo d’iterazione e risolti 
separatamente con la conseguenza che il passaggio d’informazioni da un campo a un altro 
dell’analisi avviene solo alla fine di ogni soluzione [1]. 
 
Figura 6-1 Sviluppo codice ANSYS. 
Nel presente capitolo si affianca al modello solo fluido, studiato nel Capitolo 4, un modello 
strutturale semplificato della parete, passando a simulare il meccanismo di interazione tra i 
due diversi domini. In particolare, caratterizzando la parete dell’arteria con un materiale dal 
comportamento lineare elastico (ipotesi molto forte, rispetto al comportamento reale). 
 
 
6.1 Modello di un flusso stazionario di un condotto assialsimmetrico deformabile 
 
Per meglio comprendere i parametri fondamentali di una simulazione d’interazione fluido-
struttura, si affianca al modello fluido un modello di parete in acciaio, per poi aumentare 
l’elasticità del materiale fino ad ottenere un modello di parete tipo arteria. 
 
6.1.1 Geometria (modello 2D) 
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DOMINIO FLUIDO 
 
Figura 6-2 Geometria. 
Raggio r = 2.5 mm 
Lunghezza l = 25 mm 
Tipo di elemento 




Spessore t = 0.4 mm 
Lunghezza l = 25 mm 
Tipo di elemento 
(cfr. Cap. 3) 
PLANE 42 
Modulo di Young E = 200 GPa 






6.1.2 Caratteristiche della griglia 
 
DOMINIO FLUIDO: 
 Il numero di elementi sul raggio della sezione trasversale considerata è stato posto 10. 
 Il rapporto tra i lati dell’elemento re pari a 1/2. 
 La spaziatura s pari a 1. 
 2000 elementi in totale. 
DOMINIO SOLIDO: 
 Il numero di elementi lungo lo spessore della parete pari a 5. 
 Il rapporto tra i lati dell’elemento re uguale a quella del fluido. 
 La spaziatura s pari a 1. 
 Numero totale elementi 1000. 
 
 
6.1.3 Condizioni al contorno 
 
Per quanto riguarda la parte fluida sono state impostate le stesse condizioni espresse dalle 
equazioni (4.14), (4.15), (4.16) e (4.17), riportando di seguito, per comodità e maggior 
chiarezza, le sole condizioni di pressione sulla sezione d’ingresso e di uscita: 
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 Pressione alla sezione d’ingresso calcolata dalla geometria e dal numero di Reynolds 







p p Pa per x
h
 (4.16) 
dove, essendo la differenza di pressione tra ingresso e uscita il parametro fondamentale, è 
stato imposto, per comodità di calcolo, un valore nullo di pressione alla sezione d’uscita: 
 0outp Pa per x l  (4.17) 
Mentre, con riferimento alla Figura 6-2, per la parete sono state impostate le seguenti 







u per x l
 (6.1) 
dove  
 ux indica lo spostamento in direzione della asse X. 
 
 
6.1.4 Settaggi soluzione 
 
In realtà, come riportato nel Capitolo 3, pur impostando un’analisi stazionaria, il codice di 
calcolo compie un’analisi pseudo-stazionaria, poiché richiede la definizione da parte 
dell’utente di time step. Tali step temporali, fittizi ai fini dei risultati, sono utilizzati dal 
programma come scansione degli intervalli di passaggio d’informazioni tra i due domini 
dell’analisi. Dopo alcuni tentativi, si è arrivati a fissare dei time step per il dominio solido più 
grandi di quelli imposti per il dominio fluido, poiché si è notato che la soluzione strutturale 
richiede meno passi per arrivare a convergenza. Si è inoltre notato che la dimensione vera e 
propria del passo temporale non è importante, ciò che davvero interessa è il numero di passi 
eseguiti. Per questo, per tutti e tre i tipi di risolutori, fissati i diversi time step (0.01 per il 
dominio strutturale e 0.001 per quello fluido), si è scelto un algoritmo di soluzione SIMPLEF 
impostando uno schema, del secondo ordine, Streamline Upwind/Petrov-Galerkin (SUPG) 
anche per la risoluzione dell’equazione della pressione oltre a quella della quantità di moto e 
di conservazione di energia. In particolare si è scelto un metodo di risoluzione: 
 Tri-Diagonal Matrix Algorithm (TDMA) per le componenti di velocità (di default), 
 Preconditioned Generalized Minimum Residual (PGMR) per l’energia (di default), 
 Preconditioned Conjugate Residual per la pressione (variato rispetto a quello di 
default per ottenere uno stesso grado di precisione degli algoritmi utilizzati per le altre 
grandezze). 
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Inoltre è stato lasciato invariato il valore di convergenza della pressione al valore di default 
(1.0 E-12), poiché come riportato in Tabella 6-1, si è notato che aumentando tale valore di 
convergenza (1.0 E-08) il software, stranamente, impiega molto più tempo per arrivare a 
convergenza e con errori dello stesso ordine. 
 
 
6.2 Confronto tra i solutori 
 
6.2.1 FSI Fluid-Solid Interaction 
 
In un’analisi effettuata con il solutore FSI, a differenza degli altri solutori (MFS e PE riportati 
nei paragrafi successivi), è possibile utilizzare una formulazione ALE (paragrafo 3.4.1) che 
consente di attivare gli spostamenti come gradi di libertà (ux e uy) per l’elemento fluido dotato 
di gradi di libertà di velocità e pressione, senza la necessità di attivare un metodo di soluzione 
in transitorio (opzione invece richiesta dagli altri due solutori per l’attivazione di tale 
formulazione). Il ciclo risolutivo FSI seguito è quello mostrato in Figura 6-3, in cui il passo 
temporale ha solo la funzione di scandire ogni quanto tempo deve avvenire il passaggio 
d’informazioni da un dominio all’altro. 
 
Figura 6-3 Ciclo algoritmo risolutivo (FSI). 
In Tabella 6-1 sono riportati i risultati dei test case eseguiti con un modello di parete in 
acciaio per verificare l’esattezza e la precisione del modello con parete rispetto al modello 
solo fluido e i risultati di un modello con parete tipo arteria, confronti fatti a parità di ordini di 
grandezza dei residui delle grandezze principali in gioco. In particolare, come accennato nel 
paragrafo precedente, si riportano due simulazioni fatte con il modello di parete in acciaio 
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eseguite settando due diversi valori di convergenza della pressione del fluido, essendo la 
pressione la quantità predominante nei criteri di convergenza utilizzati dal codice FLOTRAN: 
 1E-8, in analogia alle simulazioni solo fluido, per la prima simulazione; 
 1E-12, valore di default, nella seconda simulazione. 
Come si può notare dai dati tabulati, la seconda simulazione con il valore di convergenza di 
default ha portato a un errore percentuale delle velocità leggermente più grande ma a un 
tempo di calcolo minore, per cui per le simulazioni successive, compresa quella con parete 
tipo arteria riportata nella stessa tabella, sono state eseguite lasciando il valore di convergenza 
della pressione di default. 
Solutore FSI 
Parete In acciaio In acciao Tipo arteria 
Modulo di Young [Pa] 2.0 E+11 2.0 E+11 2.0 E+4 
Fluido Acqua Acqua Acqua 
Sequenza soluzione (F-S) (S-F) (F-S) (F-S) (S-F) (F-S) (F-S) (S-F) (F-S) 
Step temporale Fluido 0.001 0.001 0.001 
Step temporale Solido 0.01 0.01 0.01 
Tempo totale simulazione 20 + 20 + 20 20 + 20 + 20 60 + 30 + 30 
Nr iter. max fluido per step 
temp. (FLDATA2) 
10000 10000 10000 
Nr iter. totali 5389 + 2001 + 2031 
5388 + 2001 + 
2031 
16653 + 2997 + 
38145 
Errore % vel 
1^sequenza (Outlet) 
4.066 4.068 2.194 
Errore % vel 
2^sequenza (Outlet) 
1.213 1.214 2.129 
Errore % vel 
3^sequenza (Outlet) 
7.798 E-02 7.825 E-02 2.868 
Errore % vel 
1^sequenza (Centrale) 
4.054 4.056 2.584 
Errore % vel 
2^sequenza (Centrale) 
1.208 1.209 2.520 
Errore % vel 
3^sequenza (Centrale) 
7.610 E-02 7.636 E-02 3.289 
Errore % vel 
1^sequenza (Inlet) 
4.034 4.035 2.922 
Errore % vel 
2^sequenza (Inlet) 
1.200 1.201 2.857 
Errore % vel 
3^sequenza (Inlet) 
7.290 E-02 7.316 E-02 3.652 
Spostamento [m] 
1^sequenza (Outlet) 
1.178 E-11 1.178 E-11 1.166 E -04 
Spostamento [m] 
2^sequenza (Outlet) 
1.178 E-11 1.178 E-11 1.166 E -04 
Spostamento [m] 
3^sequenza (Outlet) 
1.177 E-11 1.177 E-11 1.200 E -04 
Spostamento [m] 
1^sequenza (Centrale) 
1.206 E-11 1.206 E-11 1.206 E -04 
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Spostamento [m] 
2^sequenza (Centrale) 
1.206 E-11 1.206 E-11 1.206 E -04 
Spostamento [m] 
3^sequenza (Centrale) 
1.205 E-11 1.205 E-11 1.243 E -04 
Spostamento [m] 
1^sequenza (Inlet) 
1.234 E-11 1.234 E-11 1.245 E -04 
Spostamento [m] 
2^sequenza (Inlet) 
1.234 E-11 1.234 E-11 1.245 E -04 
Spostamento [m] 
3^sequenza (Inlet) 
1.233 E-11 1.233 E-11 1.285 E -04 
Residui Vx 1^sequenza 4.992 E-10 4.994 E-10 9.235 E -12 
Residui Vx 2^sequenza 1.925 E-10 1.926 E-10 2.851 E -12 
Residui Vx 3^sequenza 7.729 E-11 7.731 E-11 3.556 E -10 
Residui Vy 1^sequenza 9.184 E-06 9.188 E-06 1.521 E -07 
Residui Vy 2^sequenza 3.623 E-06 3.624 E-06 4.698 E -08 
Residui Vy 3^sequenza 1.468 E-06 1.469 E-06 8.493 E -07 
Residui PRES 1^sequenza 3.637 E-09 3.638 E-09 8.251 E -11 
Residui PRES 2^sequenza 1.451 E-09 1.452 E-09 2.548 E -11 
Residui PRES 3^sequenza 5.909 E-10 5.911 E-10 9.313 E -09 
Tempo di calcolo 10 h e 30 min 6 h e 21 min 17 h e 30 min 
Tabella 6-1 Risultati solutore FSI (combinazione condizioni Pin-Pout). 
Osservando l’errore percentuale della velocità, calcolato tramite la (4.5), della terza sequenza 
(F-S), della seconda simulazione del modello con parete in acciaio, si può concludere che, dal 
confronto con il modello solo fluido, il modello di iterazione fluido-struttura è stato impostato 
correttamente. Si nota inoltre come gli spostamenti della parete mantengano la proporzionalità 
inversa con il modulo di Young come descritto dalla legge di Mariotte e come l’errore sia 
funzione dei residui che a loro volta sono funzione del numero degli step temporali della 
soluzione. Infatti, nel caso di modello con parete tipo arteria l’errore della terza sequenza di 
soluzione fluido-struttura (F-S) è più grande dell’errore ottenuto nella prima sequenza avendo 
risolto meno passi temporali. 
 
 
Modifica delle condizioni al contorno 
 
Per cercare di ottenere un modello in grado di simulare al meglio il problema d’interazione 
fluido-struttura e per cercare inoltre di ridurre il tempo computazionale impiegato, si è 
studiato il comportamento di entrambi i tipi di parete, accoppiandoli allo stesso modello 
fluido, ma con una tipologia di condizione al contorno diversa dalla precedente. Impostando 
un profilo di velocità costante pari al valore medio teorico (0.16 [m/s]) alla sezione d’ingresso 
del dominio fluido e un valore nullo di pressione statica alla sezione d’uscita, si nota che 
l’ordine di grandezza degli errori percentuali della velocità peggiora, come riportato in 
Tabella 6-2. 
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Solutore 
FSI 
Parete In acciaio Tipo arteria 
Modulo di Young [Pa] 2.0 E+11 2.0 E+4 
Fluido Acqua Acqua 
Sequenza soluzione (F-S) (S-F) (F-S) (F-S) (S-F) (F-S) 
Step temporale Fluido 0.01 0.01 
Step temporale Solido 0.01 0.01 
Tempo totale simulazione 1 + 1 + 1 1 + 1 + 1 
Nr iter. max fluido per step 
temp. (FLDATA2) 
10000 10000 
Nr iter. totali 6184 5029 
Errore % vel 
3^sequenza (Outlet) 
0.870 1.982 
Errore % vel 
3^sequenza (Centrale) 
50.348 74.568 





0.559 E -09 6.258 E- 05 
Spostamento [m] 
3^sequenza (Centrale) 
0.117 E-09 6.258 E- 05 
Spostamento [m] 
3^sequenza (Inlet) 
0.105 E-08 2.993 E -05 
Residui Vx 3^sequenza 3.297 E-12 1.715 E-06 
Residui Vy 3^sequenza 5.628 E-11 2.214 E-03 
Residui PRES 3^sequenza 4.261 E-09 3.363 E-02 
Tempo di calcolo 5 h 50 min 3 h 31 min 
Tabella 6-2 Risultati solutore FSI (combinazione condizioni Vin-Pout). 
 
 
6.2.2 MFS Multi-field solver 
 
Tale solutore è stato confrontato, a parità di residui e di pseudo-stazionarietà del moto, con il 
solutore FSI solo nel caso di parete in acciaio e per la prima sequenza di soluzione fluido-
struttura (F-S). Infatti, solo l’analisi fluida della prima delle tre sequenze impostate in 
analogia al solutore FSI è giunta a termine a causa dei problemi riscontrati nel software. Si 
sono scoperti notevoli problemi, confermati anche dall’assistenza tecnica dell’EnginSoft, nel 
pacchetto FLOTRAN. Tale pacchetto, infatti, è al quanto instabile. 
Solutore FSI MFS 
Sequenza soluzione (F-S) (F-S) 
Step temporale solido e fluido 0.01 0.01 
Tempo totale simulazione 1 1 
Nr iter. max fluido per step temp. (FLDATA2) 2000 2000 
Nr iter. totali 3716 3585 
Errore % vel 1^sequenza (Outlet) 11.471 10.841 
Tempo di calcolo 22 min 47 min 
Tabella 6-3 Risultati solutore MFS (combinazione condizioni Pin-Pout). 
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In Tabella 6-3 sono riportati i risultati della sola analisi fluida arrivata a convergenza. Da 
notare come la piccola diminuzione dell’errore rispetto al solutore FSI non è comunque 
accettabile rispetto all’aumento del tempo di calcolo. 
 
 
Modifica delle condizioni al contorno 
 
Cambiando la tipologia delle condizioni al contorno, in analogia a quanto fatto nelle 
simulazioni precedenti, l’intera simulazione non è comunque giunta a convergenza e si è 
nuovamente interrotta alla fine della prima analisi fluida con un errore percentuale di velocità 
ev più grande. 
Il grande errore ottenuto dal modello con parete tipo arteria riportato in Tabella 6-4, riflette i 
grandi valori dei residui di convergenza della soluzione. L’ordine di grandezza dell’errore 
ottenuto nel modello con parete in acciaio, invece, è alquanto inspiegabile, a conferma 
dell’instabilità e inaffidabilità dell’ambiente FLOTRAN. 
Solutore MFS 
Fluido Acqua Acqua 
Parete In acciaio Tipo arteria 
Sequenza soluzione (F-S) (F-S) 
Step temporale solido e fluido 0.01 0.01 
Tempo totale simulazione 1 1 
Nr iter. max fluido per step temp. (FLDATA2) 10000 10000 
Nr iter. totali 7450 22806 
Errore vel (Outlet) 51.707 48.188 
Residui Vx 1.014 E-13 2.772 E-04 
Residui Vy 6.047 E-11 1.555 E-03 
Residui PRES 9.921 E-09 1.672 E-02 
Tempo di calcolo 6 h 49 min 9 h 48 min 
Tabella 6-4 Risultati solutore MFS (combinazione condizioni Vin-Pout). 
 
 
6.2.3 PE Physics Environment 
 
Anche con questa tecnica si sono riscontrati problemi simili a quelli incontrati nell’utilizzo del 
solutore MSF. Infatti, con una combinazione di condizioni al contorno Pin-Pout al dominio 
fluido, il solutore è entrato in un inspiegabile loop di calcolo. Tale loop, però, non è stato 
riscontrato nella stessa simulazione con lo stesso modello cambiando semplicemente le 
condizioni al contorno al dominio fluido, lasciando tutto il resto delle impostazioni della 
simulazione invariato. Per cercare di capire il perché di tale problema, poiché il passaggio 
d’informazioni da un dominio all’altro in tale tecnica avviene alla fine di ogni soluzione, tali 
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risultati sono stati ottenuti e verificati attraverso simulazioni compiute separatamente nei 
rispettivi ambienti di calcolo, ossia la simulazione della sola parte strutturale in ambiente 
ANSYS e la simulazione del solo fluido in ambiente FLOTRAN. Partendo dall’analisi 
strutturale, mantenendo lo stesso numero di time step totali delle simulazioni eseguite con gli 
altri solutori, con il gradiente di pressione applicato alla linea d’interfaccia con il fluido, sono 
stati calcolati gli spostamenti della parete e utilizzati per creare un nuovo modello fluido, con 
la nuova geometria. Si sono così ottenuti i seguenti spostamenti della parete: 
Simulazione parte strutturale 
(parete in acciaio) 
Spostamento [m] (Inlet) 1.240 E -11 
Spostamento [m] (Centrale) 1.206 E -11 
Spostamento [m] (Outlet) 1.172 E -11 
Tempo totale di calcolo 41 min 
Tabella 6-5 Risultati parte strutturale (rigida). 
Con tali spostamenti è stata creata la nuova geometria del fluido, ed è stato calcolato l’errore 
percentuale sulle velocità nelle tre sezioni di controllo, per un singolo time step. 
Simulazione parte fluida 
(parete in acciaio) 
Errore % vel (Inlet) 12.057 
Errore % vel (Centrale) 12.120 
Errore % vel (Outlet) 12.156 
Residui Vx 1.508 E -09 
Residui Vy 2.608 E -05 
Residui PRES 9.997 E -09 
Nr iter. massimo 3385 
Tempo totale di calcolo 28 min 
Tabella 6-6 Risultati parte fluida. 
Analogamente per il modello con parete tipo arteria: 
Simulazione parte strutturale 
(parete tipo arteria) 
Spostamento [m] (Inlet) 1.380 E -04 
Spostamento [m] (Centrale) 1.341 E -04 
Spostamento [m] (Outlet) 1.300 E -04 
Tempo totale di calcolo 35 min 
Tabella 6-7 Risultati parte strutturale (tipo arteria). 
Simulazione parte fluida 
(parete tipo arteria) 
Errore % vel (Inlet) 3.687 
Errore % vel (Centrale) 4.383 
Errore % vel (Outlet) 4.595 
Residui Vx 2.415 E -09 
Residui Vy 2.355 E -05 
Residui PRES 9.997 E -09 
Nr iter. massimo 3833 
Tempo totale di calcolo 32 min 
Tabella 6-8 Risultati parte fluida. 
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Si nota come tali errori siano inaccettabili. Contrariamente a quanto accaduto per la 
combinazione di condizioni al contorno Pin-Pout, come accennato in precedenza, passando 
alla combinazione di condizioni al contorno: profilo di velocità costante in ingresso e 
pressione statica in uscita, non si riscontrano grossi problemi con la tecnica PE, e si nota come 
il valore dell’errore percentuale delle velocità potrebbe essere ritenuto accettabile (Tabella 6-
9), anche se considerato con cautela visti i problemi dell’ambiente FLOTRAN. 
Solutore PE 
Parete In acciaio Tipo arteria 
Modulo di Young [Pa] 2.0 E+11 2.0 E+04 
Fluido Acqua Acqua 
Sequenza soluzione (F) (S) (F) (F) (S) (F) 
Step temporale Fluido 0.01 0.01 
Step temporale Solido 0.01 0.01 
Tempo totale simulazione 60 + 30 + 30 60 + 30 + 30 
Nr iter. max fluido per step temp. (FLDATA2) 10000 10000 
Nr iter. totali 9382 8805 
Errore % vel 3^sequenza (Outlet) 0.491 0.870 
Spostamento [m] 3^sequenza (Outlet) 0.124 E-11 0.859 E-04 
Spostamento [m] 3^sequenza (Centrale) 0.118 E-11 0.801 E-04 
Spostamento [m] 3^sequenza (Inlet) 0.110 E-11 0.231 E-05 
Residui Vx 3^sequenza 7.862 E-11 7.367 E-17 
Residui Vy 3^sequenza 1.494 E-06 3.061 E-15 
Residui PRES 3^sequenza 6.010 E-10 1.236 E-11 
Tempo di calcolo 11 h 57 min 10 h 15 min 
Tabella 6-9 Risultati solutore PE (combinazione condizioni Vin-Pout). 
 
 
6.3 Approfondimento analisi fluido 
 
Come ultima verifica prima di passare a un altro programma di analisi CFD, si è eseguita una 
serie di test case solo in ambiente FLOTRAN, tenendo fisso il gradiente di pressione tra ingresso e 
uscita del condotto (Δp = 5.12 Pa) e variando i parametri della griglia e il valore di pressione 
statica in uscita. I risultati sono riportati nella seguente tabella sinottica, dalla quale si evince 


















1*** 10 200 0 X 9.94 14170 <1 
2 10 200 100 X 4028 164 >>1 
3 10 20 0 X 0.66 3782 <1 
4 10 20 100 X 1.12 1767 >1 
5 10 50 100 X 2.88 2419 >1 
6 20 100 100 X 13.88 2708 >1 
7 20 40 100 X 5.48 2479 >1 
  
105 Applicazioni del codice ANSYS MULTIPHYSICS a problemi FSI 
8 50 100 100 X 195 494 >1 
9 10 20 0 Y 0.66 3829 <1 
10 20 40 0 Y 0.08 6766 <1 
11 20 40 100 Y 4.57 2662 <1 
12 20 40 1000 Y 43.12 661 <1 
13 20 40 10000 Y 176.6 808 <1 
14 20 40 100000 Y NO* 2292 --- 
15*** 10 200 0 Y 0.38 11400 <1 
16 10 200 100 Y 12.08 3383 >1 
17 10 200 1000 Y 222.72 318 >1 
18** 10 200 10000 Y 140 3617 >>1 
19** 10 200 100000 Y NO* 4636 --- 
20 50 100 10000 Y 197 596 >1 
21 50 100 100000 Y NO* 1543 --- 
*      Perde l’andamento parabolico di velocità. 
**    Inversione del moto. 
*** Per avere un confronto a parità del valore dei residui della pressione (9 E-09) si è aumentato il numero 
massimo d’iterazioni. 





Da tali test si è visto come la causa dei diversi risultati al variare del solutore è dovuta 
sostanzialmente all’ambiente FLOTRAN che si è mostrato sensibile a quasi tutti i parametri 
geometrici, di discretizzazione del dominio e fisici del problema. Infatti, tale ambiente si è 
mostrato sensibile anche alla scelta dell’asse di assialsimmetria del modello, oltre che al 
gradiente di pressione impostato tra le sezioni d’ingresso e di uscita del dominio fluido, valore 
inoltre ben lontano dai valori che si hanno nel sistema circolatorio umano (80-120 mmHg). Si 
è mostrato sensibile anche al numero di elementi della griglia lungo l’asse, addirittura 
aumentando il numero di elementi lungo l’asse, a parità di modello e di condizioni al 
contorno, l’errore sulla velocità massima è aumentato (per esempio, confronto tra la 
simulazione 1 e la simulazione 3 riportate in Tabella 6-10), compromettendo le intere 
simulazioni e portando al cambio di software. Tale tipo di problema non è citato in nessun 
help rilasciato dalla casa produttrice e solo dopo aver contattato l’assistenza tecnica 
dell’EnginSoft si è scoperto che anche la stessa casa produttrice è a conoscenza di tali 
problemi e che addirittura l’assistenza ha smesso da anni a dare supporto per questo ambiente 
di calcolo, consigliando agli utenti il passaggio all’ANSYS CFX. 
Da utente non esperto, a prescindere dai problemi interni del programma, si nota, come 
l’approccio a una simulazione d’interazione fluido-struttura sia molto più intuitivo e semplice 
da impostare con il solutore FSI. Anche se, gli altri due solutori forniscono un maggior 
controllo sull’intera procedura di calcolo. 
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L’accoppiamento tra CFX e ANSYS ha migliorato l’analisi dei problemi d’interazione fluido-
struttura, in particolare il passaggio d’informazioni tra il dominio solido e quello fluido è 
completo e bi-direzionale. I solutori di ANSYS e CFX lavorano contemporaneamente con 
condivisione di forze, spostamenti e campi termici in ciascun time step della simulazione. 
Punto di forza di tale programma è che entrambi i solutori possono essere lanciati sullo stesso 
o su diversi computer. 
ANSYS CFX introduce, rispetto ai vecchi solutori FSI di ANSYS, nuove opzioni e nuovi 
algoritmi per migliorare l’efficienza dei problemi transitori, tipo il cosiddetto metodo 
Timestep Adaption, che consente al solutore di aggiustare automaticamente il passo temporale 
in un’analisi transitoria secondo criteri specificati dall’utente. Inoltre, l’introduzione 
dell’opzione Extrapolated Initial Guess, che estende i risultati dei time step precedenti come 
condizioni iniziali del time step corrente, fornendo una condizione di ripartenza della 
soluzione (start-up) migliore, ha permesso di ridurre il numero di sottoiterazioni richieste per 
la convergenza della soluzione con un enorme guadagno di tempo computazionale [1]. 
Le simulazioni riportate di seguito sono state eseguite su un PC Desktop con un processore 
Pentium IV da 2.80 GHz e 2.0 GB di memoria RAM. 
In analogia a quanto fatto nel Capitolo 5, e per ulteriore verifica dei risultati ottenuti, si è 
cercato di calcolare la lunghezza minima del condotto per un flusso laminare completamente 
sviluppato, tenendo conto dell’interazione con la parete rigida. Anche in questo caso si sono 
ottenuti risultati del tutto analoghi e si rimanda in Appendice D per maggiori chiarimenti in 
riguardo a tale tipo di simulazioni. 
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Si è deciso di invertire la tipologia delle condizioni contorno del fluido per le simulazioni 
riportate nel presente capitolo, impostando il valore della portata alla sezione d’uscita del 
dominio fluido e un valore di pressione statica alla sezione d’ingresso. In questo modo si 
“obbliga” il programma a calcolare i dati a valle in base ai dati calcolati a monte del modello, 
facendogli, in altre parole, semplicemente sistemare i valori delle velocità calcolati in base al 
valore di portata imposto. 
 
 
7.1 Moto stazionario in un condotto assialsimmetrico deformabile (parete in acciaio) 
 
7.1.1 Geometria e caratteristiche della griglia 
 
Uno dei più grandi vantaggi nel cambiare la tipologia di condizioni al contorno è stato quello 
di poter ridurre la lunghezza del modello fino al valore reale del tratto di arteria di riferimento 
(2.5 cm). Si è ridotto, inoltre, l’angolo del settore cilindrico fino ai 10 gradi (Figura 7-1) in 
modo da poter infittire maggiormente la griglia, pur rimanendo entro il numero limite di 
elementi dato dalla potenza di calcolo del PC utilizzato. 
 
Figura 7-1 Geometria dominio FLUIDO. 
Da un punto di vista della discretizzazione del dominio, tale modello presenta una spaziatura 














Fluido CFX-MESH 0.25 SI 10 1 
Solido SWEEP 0.025 NO --- --- 
Tabella 7-1 Caratteristiche geometriche della griglia. 
  


















Fluido 500 8+10 2 24048 8000 10000 
Solido 500 5 10 123681 25000 --- 
Tabella 7-2 Dati statistici della griglia. 
 
 
7.1.2 Condizioni iniziali e al contorno 
 
Si definisce come condizione iniziale, su tutto il dominio fluido, un profilo parabolico di 
velocità con la sola componente assiale pari a 0.32 [m/s] (1-(r/0.0025 [m])
2
). 
S’impone un regime laminare stazionario e un valore di pressione di riferimento pari a 90 
mmHg (circa 12000 Pa) paragonabile al valore di pressione medio del tratto di arteria di 
riferimento. 
Come condizioni al contorno s’impongono, con riferimento alla Figura 7-1, le seguenti 
condizioni: 
 Sezione d’ingresso (z = 0) 
Tipo: INLET 
Regime del flusso: subsonico 
Opzione massa e della quantità di moto: pressione statica 
Valore pressione relativa: 100 Pa 
Direzione del flusso: nessun gradiente (condizione di flusso già sviluppato) 
 Sezione d’uscita (z = l) 
Tipo: OUTLET 
Regime del flusso: subsonico 





Direzione flusso: Normale alla condizione al contorno 
 Sezione superficie laterale 
Tipo: WALL 
Influenza della parete sul fluido: no slip 
Definita come superficie d’interazione con il dominio solido in grado di inviare i 
valori di pressione alla parete e ricevere da quest’ultima i valori degli spostamenti. 
 Sezioni longitudinali 
Tipo: SYMMETRY 
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Per il DOMINIO SOLIDO si impone: 
 Sezione all’ingresso (z = 0): spostamento assiale nullo; 
 Sezione all’uscita (z = l): libera (nessun tipo di vincolo); 
 Superficie laterale interna: Interazione fluido-struttura; 
 Sezioni longitudinali: spostamento circonferenziale nullo (condizione di simmetria). 
 
 
7.1.3 Settaggi soluzione 
 
Fissato il time step pari a 0.5 s per il fluido in modo da avere 2 cicli di interazione, si è scelto 
un algoritmo di soluzione del secondo ordine di precisione e è posto il valore di convergenza 
dei residui MAX pari a 2.3 E-6 e il numero massimo di iterazioni per ogni substep pari a 
1000. 
Per quanto riguarda il dominio solido si sono posti 4 substep di soluzione per ognuno dei 2 
cicli di interazione. 
Con tali impostazioni, l’intera simulazione ha impiegato 1 h e 9 min di tempo di calcolo. In 
particolare, il dominio fluido è arrivato a convergenza in 809 iterazioni e i seguenti valori di 
residui medi (RMS): 
Comp. radiale di 
velocità 
Comp. tangenziale di 
velocità 
Comp. assiale di 
velocità 
Pressione 
1.1 E-07 1.9 E-08 1.3 E-07 4.9 E-08 







Il profilo di velocità, come previsto dalla teoria, è parabolico su tutta la lunghezza del modello 
(Figura 7-2). Con un errore percentuale ev pari a 1.35%. Si nota però che tal errore è stato 
calcolato rispetto al valore di velocità assiale massimo teorico del condotto non dilatato. 
  




Figura 7-2 Andamento della velocità. 
La pressione presenta una graduale diminuzione lungo l’asse (Figura 7-3). 
 
 
Figura 7-3 Andamento della pressione. 
 
 
Tensioni alla parete 
 
Per quanto riguarda il fluido si vede come il dominio fluido presenti un valore di wall shear 
stress costante pari a 0.23 Pa rispetto ai 0.256 Pa teorici (eτ = 11.3 %). 
Per la soluzione strutturale, si è confrontata la tensione circonferenziale σy (Figura 7-4) con il 
valore teorico approssimato dato dalla relazione di Mariotte (1.4). 
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Figura 7-4 Tensioni circonferenziali parete in acciaio. 
Anche il controllo sul valore della tensione radiale ha dato esito positivo (Figura 7-5), con un 
valore sulla superficie laterale interna pari al valore di pressione applicato e un valore 
all’incirca nullo sulla superficie laterale esterna. 
 
Figura 7-5 Tensioni radiali parete in acciaio. 
Spostamenti 
 
Gli spostamenti assiali della parete, pur tenendo presente dei problemi visti nel paragrafo 
precedente, presentano un andamento lineare in Z (coordinata assiale) (Figura 7-6). 
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Figura 7-6 Andamento spostamenti assiali parete in acciaio. 
 
 
7.2 Moto stazionario in un condotto assialsimmetrico deformabile (parete tipo arteria) 
 
Riducendo il modulo di Young, la soluzione della parte strutturale non riusciva ad arrivare a 
convergenza alla pressione di 90 mmHg, a causa di una eccessiva distorsione della griglia. 
Anche in questo caso l’assistenza ha confermato la correttezza del modello, malgrado la 
mancanza di una soluzione.  
Ci si è quindi limitati ad un valore della pressione di riferimento del fluido più ridotto (4000 
Pa) rispetto alla simulazione precedente, lasciando il resto del modello fluido-struttura 
invariato. Si è testato il tipo di elemento strutturale assegnato in automatico dal programma 
(SOLID 186, cfr. Capitolo 3) per due valori di modulo elastico: 
1. E = 0.8 MPa 
2. E = 0.02 MPa 
Tali simulazioni hanno portato a “strani” risultati del dominio strutturale, ossia pur rispettando 
i vincoli imposti e i valori teorici delle tensioni circonferenziali e radiali, presentano 
inspiegabili valori degli spostamenti. In particolare: 
 la simulazione 1 presenta spostamenti assiali (Figura 7.7) accettabili; 
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Figura 7-7 Spostamenti assiali parete (E = 0.8 MPa). 
 la simulazione 2 diverge. 
La differenza di valore della tensione circonferenziale, rispetto al valore teorico, riscontrato in 
tali test potrebbe essere riconducibile a una scelta erronea del tipo di elemento (SOLID 186) 
strutturale. 
Per quanto riguarda, invece, il fluido non si riscontrano grandi errori percentuali delle velocità 
per entrambe le simulazioni. 
 
 




Fissando il modulo di elasticità della parete pari al valore critico precedente (E = 0.02 MPa) e 
impostando un valore di pressione uniforme alla superficie d’interfaccia, lasciando tutto il 
resto della geometria del modello strutturale invariato, si sono eseguiti una serie di tentativi, 
in ambito solo strutturale, per cercare il tipo di elemento più adatto a sopportare in maniera 
corretta il valore di pressione imposto dall’analisi di interazione. In particolare, tali tentativi 
sono stati svolti sui seguenti elementi 3D in grado di agire nel campo delle grandi 
deformazioni: 
SOLID 5 (8 nodi) 
SOLID 45 (8 nodi) 
SOLID 95 (20 nodi) 
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SOLID 186 (20 nodi) 
Per ognuno di essi si è applicata all’interfaccia una pressione uniforme suddivisa in load steps 
per cercare di capire il valore massimo di pressione uniforme applicabile. La dimensione del 





Tutti gli elementi considerati hanno dato buoni risultati fino a una pressione uniforme 
all’interfaccia di 400 Pa, dopo il quale si sono riscontrati problemi di convergenza della 
soluzione anche con piccoli valori di load steps. Il valore più grande che è stato raggiunto è 
stato di 710 Pa con l’elemento SOLID 95. 
Alla luce di tali risultati si è contattato nuovamente l’assistenza dell’EnginSoft, che dopo aver 
controllato il modello utilizzato, pur non trovando nessun tipo di errore nei comandi utilizzati 





7.4 Caratterizzazione della parete tipo Mooney Rivlin 
 
Utilizzando una caratterizzazione elastica non lineare del comportamento della parete, 
descritto da una enerigia di deformazione definita di Mooney Rivlin a cinque parametri, si è 
arrivati a convergenza della soluzione. I valori dei parametri sono stati presi da un precedente 
lavoro di tesi svolto in ambito della modellazione FEM del tessuto arterioso, e sono riportati 
in Tabella 7-4 [2]. 
















Coefficiente di Poisson  0.4 











Tabella 7-4 Parametri Mooney-Rivlin da [2]. 
 
 
                                                 
3
 Si nota, doverosamente, che la mancanza di soluzione del problema da parte dell’assistenza è dovuta a una 
mancanza di tempo materiale datole a disposizione. 
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Settaggi soluzione 
 
Fissato il time step pari a 0.5 s per il fluido in modo da avere 2 cicli di interazione, si è scelto 
un algoritmo di soluzione del secondo ordine di precisione e si è posto il valore di 
convergenza dei residui RMS pari a 4.0 E-08 e il numero massimo di iterazioni per ogni 
substep pari a 1000 e un valore di pressione di riferimento pari a 4000 Pa. 
Per quanto riguarda il dominio solido si sono posti 4 substep di soluzione per ognuno dei 2 
cicli di interazione. 
Con tali impostazioni, l’intera simulazione ha impiegato 21 h e 58 min di tempo di calcolo. In 
particolare, il dominio fluido è arrivato a convergenza in 8000 iterazioni in totale e i seguenti 
valori di residui medi (RMS): 
Comp. radiale di 
velocità 
Comp. tangenziale di 
velocità 
Comp. assiale di 
velocità 
Pressione 
1.1 E-07 2.7 E-08 1.1 E-07 3.2 E-08 







Il profilo di velocità, come previsto dalla teoria, è parabolico su tutta la lunghezza del modello 
(Figura 7-8) tranne che alla sezione di uscita che presenta degli strani effetti di bordo dovuti 





Figura 7-8 Andamento velocità. 
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Tensioni alla parete 
 
Trascurando gli effetti alla sezione d’uscita, guardando il solo fluido si vede come alla 
superficie di interfaccia si ha un valore dello wall shear stress costante pari a 0.25 Pa per tutta 
la lunghezza del modello. 
Analogamente a quanto fatto per il modello di parete in acciaio si sono verificati i valori della 
tensione circonferenziale σy (Figura 7-9) e della tensione radiale σx (Figura 7-10). 
 
Figura 7-9 Tensioni circonferenziali parete tipo arteria. 
 
Figura 7-10 Tensioni radiali parete tipo arteria. 
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Spostamenti 
 
Gli spostamenti della parete, come mostrato in Figura 7-11, presentano un andamento lineare 
in Z (coordinata assiale) e ordini di grandezza accettabili. 
 





Le simulazioni dell’interazione fluido-struttura hanno evidenziato problemi di convergenza 
dell’analisi strutturale nel campo delle grandi deformazioni. Attenzione deve essere posta 
anche all’impostazione della soluzione solida, scegliendo opportunamente sia l’elemento che 
alla suddivisione del carico in load steps. 
Si è passati anche a una caratterizzazione non lineare del modello si sono ottenuti risultati 













Il lavoro è stato impostato in modo da creare e verificare il modello fluido-struttura completo 
per passi successivi. Innanzitutto, si è partiti da un modello del solo fluido in moto laminare in 
un condotto assialsimmetrico per validarlo rispetto alla soluzione esatta di Poiseuille. 
Successivamente si è inserita la parete, considerandola sia rigida, tipo acciaio, che molto 
deformabile, come un’arteria; la soluzione della parete in acciaio è servita da confronto della 
procedura con i risultati ottenuti per il solo fluido, poiché, per le pressioni in gioco, le 
deformazioni del tubo sono trascurabili. 
Le prime simulazioni fluidodinamiche sono state fatte con il codice FLOTRAN, su un 
modello 2D assialsimmetrico, e si sono ottenuti ottimi risultati (errori di velocità dell’ordine 
del 7‰). Si è quindi proceduto andando ad accoppiare al modello solo fluido un primo 
modello strutturale di parete lineare elastica in acciaio. Questo modello fluido-struttura 
completo è stato validato e verificato per ognuno dei tre possibili solutori presenti 
nell’ANSYS Multiphysics (FSI, MFS, PE). Tali test hanno però evidenziato problemi 
d’instabilità e inaffidabilità del codice fluidodinamico FLOTRAN, confermati dall’assistenza 
dell’EnginSoft, la quale ha consigliato il passaggio al codice fluidodinamico CFX. Il nuovo 
codice è stato reso meno sensibile alla risoluzione della griglia e migliorato attraverso 
l’introduzione di nuovi algoritmi risolutivi. Si sono così ripetute le simulazioni fatte su un 
modello 3D del solo fluido con griglia non strutturata, infittita in prossimità della parete e con 
la seguente combinazione di condizioni al contorno: 
 Valore di pressione statica alla sezione di ingresso; 
 Valore di portata alla sezione di uscita. 
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Da un punto di vista numerico è stato impostato uno schema di soluzione del secondo ordine 
di precisione per tutte le grandezze in gioco. Si sono ottenuti errori sulle velocità rispetto ai 
valori teorici dell’ordine dell’1.35%. 
A tale modello è stato affiancato un modello 3D di parete in acciaio, in analogia a quanto fatto 
in ANSYS Multiphysics, ottenendo risultati accettabili. 
Testate e verificate le impostazioni utilizzate si è ridotto il modulo elastico della parete e 
aumentato il valore di pressione del fluido in modo da lavorare in campo delle grandi 
deformazioni come avviene realmente per le arterie. In questo modo, la parete si deforma 
sensibilmente in seguito alle pressioni esercitate dal fluido, cambiando la stessa geometria del 
condotto. 
Passando a una parete più deformabile, si sono evidenziati i problemi di convergenza 
dell’analisi strutturale nell’ambito delle grandi deformazioni; anche in questo caso 
l’assistenza dell’EnginSoft ha confermato i problemi riscontrati, in parte inaspettati anche per 
loro, vista la semplicità del modello e dell’analisi. Sono stati confrontati vari elementi solidi 
disponibili nella libreria del codice e implementate procedure per piccoli incrementi di 
pressione. Si è così riusciti a portare a convergenza la soluzione per pressioni intorno a 4 kPa, 
(contro i 12 kPa obiettivo) sia per parete elastica lineare, che per materiale iperelastico 
secondo Mooney-Rivlin, caratterizzazioni tipicamente utilizzate per descrivere il tessuto 
arterioso; le simulazioni hanno portato a risultati soddisfacenti permettendo di concludere il 
lavoro, avendo raggiunto l’obiettivo di partenza. 
In conclusione questo lavoro ha portato alla messa a punto di un modello di arteria in cui si 
può simulare l’interazione fluido-struttura, malgrado i limiti del codice di calcolo scelto. 
Questo modello può essere il punto di partenza per valutare l’influenza di caratterizzazioni 
diverse della parete arteriosa (da elastica a viscoelastica, monostrato–multistrato, isotropa-
ortotrpa, ecc.) sul flusso e sugli stress di parete. 
Per il dominio fluido si potrebbe applicare un carico dinamico (onda di pressione), in modo 
considerare anche le caratteristiche pulsatili del moto sanguigno e valutare l’alterazione del 
flusso in presenza di placche stenotiche (restringimenti del calibro del vaso), di aneurismi 
(zone in cui si ha la perdita di elasticità della parete) e in prossimità di biforcazioni, zone in 
cui si ha la nascita di turbolenza nel flusso sanguigno. 
 
  











Non potendo prescindere dalla natura discreta del fluido, nel regime capillare, tutta l’analisi 
vista in precedenza perde di validità. Di seguito si analizzano due fenomeni che avvengono in 
tale regime: 
1) Effetto Fahareus. Il dispositivo più semplice per evidenziare tal effetto è costituito da un 
capillare, con all’interno un ematocrito pari a HT, che collega tra loro due serbatoi, una riserva 
F ed una riserva D, con all’interno rispettivamente un ematocrito pari a HF e HD (Figura A-1). 
 
Figura A-1 Esperimento Effetto Fahareus. 
Quando il sangue fluisce dalla riserva D attraverso il capillare, i globuli rossi sono rallentati 
durante l’ingresso nel capillare stesso a causa degli urti con le pareti nella zona d’imbocco, 
mentre il plasma incontra una minor resistenza al passaggio. Inoltre si nota che nel passare dal 
capillare alla riserva di raccolta F l’ematocrito subisce un aumento; i filetti fluidi nella parte 
centrale hanno ematocrito più elevato (sineresi) e, inoltre, hanno una velocità maggiore per 
cui nella riserva di raccolta arriverà più sangue con ematocrito più elevato. Questo fenomeno 
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è detto di screening ed è misurabile attraverso il confronto tra l’ematocrito HD e HF. In altre 
parole, la viscosità µ aumenta al diminuire della velocità del sangue, per aggregazione 
reversibile dei globuli rossi (forma a rouleaux o pila di monete). Un’altra proprietà della 
viscosità del sangue è che si riduce con il calibro del vaso, infatti, il gradiente di velocità per i 
globuli rossi posti in periferia è maggiore nei vasi piccoli che in quelli più grandi. Questo fa sì 
che la porzione periferica di sangue, povero di globuli rossi, rappresenti una quota 
percentualmente maggiore nei vasi di calibro ridotto. Come si può notare dalla Figura A-2, lo 
strato periferico di plasma è, rispetto al calibro del vaso (quindi in termini relativi), maggiore 




Figura A-2 Dipendenza della viscosità dal calibro del vaso. 
Nelle arteriole, lo strato relativamente privo di globuli rossi (bassa µ) è proporzionalmente via 
via maggiore al decrescere del calibro del vaso, questo fa sì che la viscosità apparente del 
sangue diminuisca. Analogamente il rapporto HT / HD in funzione del diametro del capillare 
ha un andamento simile: unitario per diametri superiori a 500 µm, in quanto si entra nel 
regime continuo, ed un valore non definito per diametri inferiori al limite di 2.7 µm, poiché al 
di sotto di tale diametro i globuli rossi non riescono a passare (Figura A-3) [1]. 
 
Figura A-3 Andamento della viscosità in funzione del calibro del vaso. 
Il fenomeno che la viscosità del sangue diminuisce con il calibro del condotto è noto come 
Effetto Fahraeus inverso. 
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2) Effetto Fahareus-Lindqvist. Tale fenomeno si osserva per calibri inferiori ai 300 μm. La 
diminuzione del valore della viscosità apparente con il diminuire del diametro del vaso può 
essere spiegato dicendo che quando il raggio del capillare diventa dell’ordine di alcuni 
diametri dell’eritrocita il moto non è più di tipo laminare poiché gli eritrociti possono passare 
pochi alla volta e quindi l’attrito del sangue aumenta e la formula di Poiseuille perde la sua 
validità. In queste condizioni, mantenendo costante l’ematocrito, il coefficiente di viscosità 
determinato sperimentalmente dalla relazione tra la portata, Q, e la variazione di pressione per 
unità di lunghezza del vaso, Δp/l, non ha più il significato di coefficiente di attrito, pur avendo 








Questa discordanza dal comportamento newtoniano è nota come effetto Fahareus-Lindqvist. 
L’obiettivo, però, è cercare di continuare a utilizzare l’analisi vista nel regime continuo e 
fluido newtoniano introducendo una viscosità apparente pur sapendo che parlare di viscosità 







In condotti molto larghi µ è costante per un dato valore di HF mentre nei condotti più piccoli 
assume un valore inferiore (µ ). In realtà si raggiunge un minimo per diametri dei vasi intorno 
ai 4-6 µm in corrispondenza dei quali le particelle scorrono con difficoltà attraverso i condotti, 
data la piccola differenza fra le dimensioni della particella e quelle dei vasi stessi. Per 
comprendere l’effetto Fahareus-Lindqvist è necessario osservare che nel moto del sangue in 
un vaso si forma uno strato limite (dell’ordine di qualche micron) in prossimità della parete 
che contiene solo plasma. Lo spessore di tale strato è funzione dell’ematocrito, del diametro 
del capillare e del regime di moto e svolge, inoltre, la funzione di cuscinetto idrodinamico che 
tende a ridurre l’attrito del sangue nel suo moto relativo in corrispondenza delle pareti del 
condotto. Considerando uno strato limite alla parete di spessore  nel quale si suppone ci sia 
soltanto plasma caratterizzato da una viscosità µp, mentre nella restante parte del capillare di 
raggio R sia presente sangue con viscosità µs, si può supporre che il flusso sia schematizzabile 
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L’integrazione di questo sistema di equazioni integrali consente di ottenere le due seguenti 
espressioni per la velocità del sangue e del plasma: 
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Questa espressione della viscosità apparente concorda con l’andamento sperimentale del 
rapporto µ  / µnew ricavato da Fahareus-Lindqvist. Per condotti di diametro inferiore a 4-6 
µm, si ha un aumento della viscosità apparente a causa degli attriti di un globulo rosso con le 
pareti del capillare, perciò, per far scorrere il sangue in tali condotti è necessario un altro 
gradiente di pressione per vincere la resistenza che il singolo globulo rosso incontra nel moto. 
Per calcolare tale resistenza occorre conoscere l’interazione fra i singoli globuli rossi, 
chiaramente assente se la distanza fra una cellula e l’altra è uguale o maggiore delle 












 V velocità media del fluido 
 µp viscosità del plasma 
 n numero di eritrociti per unità di lunghezza del capillare 
 
*p  perdita di carico addizionale per ogni globulo rosso. 
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Combinando le ultime due relazioni proposte e moltiplicando e dividendo l’ultimo termine al 
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 che è stato dimostrato dipendere dal diametro 
del capillare, dalle dimensioni dei globuli rossi deformati, dalla velocità media del plasma, 
dalla sua viscosità e dall’elasticità della membrana degli eritrociti. In sintesi: 
 La riduzione di viscosità nel microcircolo comporta una riduzione della resistenza al 
flusso e permette un mantenimento del flusso con pressioni propulsive minori. 
 La riduzione di viscosità, dovuta all’accumulo assiale, permette di mantenere la 
fluidità del sangue. 
 Le resistenze al flusso nel sistema circolatorio dipendono da: 
o Calibro dei vasi 
o Tipo di scorrimento (laminare o turbolento) 
o Viscosità del sangue 
o Disposizione in serie e in parallelo 
 I capillari pur avendo calibro inferiore a quello delle arteriole non offrono elevata 
resistenza perché in numero molto elevato e disposti in parallelo. 
 Misurando la caduta pressoria che avviene nei vari distretti, si ha un indice della 
resistenza R complessiva che il flusso di sangue incontra nel passare da un distretto 
all’altro [2]. 
  









Modelli teorici su tubi dritti 
 
Primi studi sulla propagazione delle onde di pressione in fluidi incomprimibili in tubi elastici 
possono essere ricondotti a Young (1808) e per i fluidi comprimibili a Korteweg (1878). 
Anche se le equazioni di base e le prime teorie risalgono al XIX secolo. 
Young (1808) è stato il primo sperimentatore interessato a comprendere il movimento 
transitorio di fluidi in tubi elastici, di forma conica e a occuparsi dello studio della 
circolazione del sangue. Egli ha proposto una formula per la velocità delle onde di pressione 
di un fluido incomprimibile in un tubo elastico a parete sottile, omogenea e isotropa [1]. 
Witzig (1914) ha anche esaminato la modellazione della propagazione delle onde in tubi 
flessibili a parete sottile proponendo le equazioni linearizzate bidimensionali di Navier-
Stokes. Egli è stato il primo a mostrare gli effetti della viscosità del fluido e i possibili profili 
di velocità. Solo con l’avvento del lavoro di Womersley (1957) la letteratura ha avuto un 
riferimento teorico vero e proprio. Infatti, Womersley (1957) è riuscito a risolvere le 
equazioni bidimensionale linearizzate di Navier-Stokes per modelli in parete sottile isotropa 
infinitamente lunghi riempiti con fluido viscoso newtoniano [2]. Una vasta panoramica di 
lavori svolti in questo settore può essere trovata in McDonald (1968); Cox (1969); Pedley 
(1980); Tijsseling (1996); Wood (1999). 
Atabek e Lew (1966) hanno esteso la teoria di Womersley per tubi in parete sottile indicando 
l’esistenza di due diverse direzioni di propagazione delle onde di pressione: un’assiale e una 
circonferenziale. E che tali onde possono comunque essere trovate con la teoria di Womersley, 
utilizzando l’equazione di continuità e della quantità di moto [6]. 
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Mirsky (1968) ha utilizzato gli stessi modelli utilizzati da Womersley per includere nella 
teoria le caratteristiche ortotropiche delle pareti del tubo [7]. 
Klip (1968) ha studiato la propagazione delle onde in fluidi comprimibili utilizzando un tubo 
con parete viscoelastica di grande spessore [4-5]. 
Cox (1969) ha riesaminato e riassunto i lavori svolti in questo settore fino allora, dividendoli 
in tre categorie [8]: 
 in parete sottile senza vincoli; 
 in parete sottile con vincolo longitudinali; 
 in pareti spesse. 
Atabek (1968) ha continuato tale lavoro di catalogazione utilizzando la teoria dei gusci su tubi 
con parete ortotropica, rilevando che le proprietà di propagazione delle onde sono anche 
funzione del grado di anisotropia della parete. Le sue conclusioni erano in buon accordo con 
la teoria di Womersley e il lavoro di Mirsky (1968). Il quale pose l’accento che la teoria per 
essere completa e realistica per l’uso in un sistema arterioso era necessario includere le 
caratteristiche geometriche di conicità del condotto, le ramificazioni e le proprietà 
viscoelastiche delle pareti. E inoltre che tali teorie devono essere convalidate da ben definiti 
dati sperimentali che al momento mancavano [9]. 
Ling e Atabek (1972) hanno introdotto i termini non lineari delle equazioni di Navier-Stokes e 
le grandi deformazioni della parete arteriosa. Essi hanno inoltre eseguito esperimenti che 
hanno confrontato con i risultati ottenuti da modelli in cui non si teneva conto di tali termini 
non lineari e hanno concluso che la loro teoria non lineare predice i profili di velocità molto 
meglio della teoria lineare [10]. Tale modello è stato valutato computazionalmente da Dutta et 
al. (1992) [11]. La circolazione del sangue è stata anche studiata attraverso il confronto con 
altri modelli fisici che impiegano analogie idroelettriche dinamiche. Un ripasso di tali modelli 
può essere trovata in Westerhof et al. (1969). Westerhof (1969) ha modellato l’intero albero 
arterioso, scartando il comportamento viscoso dei vasi, utilizzando un’analogia elettrica, 
confermata dal confronto con misurazioni cliniche. Ha inoltre pubblicato dati completi di 
albero arterioso umano compresi parametri fisiologici [12]. 
Reuderink (1989) è stato tra i primi ricercatori in grado di calcolare il flusso pulsatile nelle 
arterie elastiche tramite un metodo monodimensionale di propagazione delle onde per modelli 
con pareti sia elastiche lineari sia iperelastiche, e a fare confronti con dati sperimentali [13-14-
15]. 
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Perktold e Rappitsch (1995) hanno utilizzato un approccio risolutivo iterativo, per gli stessi 
modelli utilizzati da Reuderink, e utilizzando come condizioni limite del dominio fluido 
valori di pressione ottenuti da dati sperimentali. Hanno, inoltre, confrontato i risultati ottenuti 
da modelli con pareti rigide con quelli con pareti deformabili, e concluso che i modelli con 
pareti deformabili danno risultati più realistici [16]. 
Steinman ed Ethier (1994) hanno adottato un approccio analitico simile a quello utilizzato da 
Perktold e Rappitsch (1995) per studiare l’effetto di deformabilità della parete. La pressione 
di uscita del modello è stata ottenuta dalla teoria delle onde. Confrontando i risultati ottenuti 
con simulazioni di un modello rigido, hanno trovato cambiamenti moderati nei valori del wall 
shear stress [17]. 
Taylor (1998) ha utilizzato un metodo numerico per un modello solo fluido dotato di moto 
pulsante in un tratto dritto di arteria. Come condizioni al contorno per l’interfaccia fluido-
struttura, hanno utilizzato uno spostamento nullo della parete. Il metodo numerico è stato 
convalidato con la soluzione analitica di Womersley (1957). Hanno, inoltre, rivolto particolare 
attenzione anche alla notevole quantità di tempo computazionale richiesta da tali metodi 
proponendone una riduzione migliorando l’ingegneria dei codici di calcolo adottati [18-19]. 
Simon (1998) ha mostrato particolare interesse nei suoi lavori sulla caratterizzazione e 
modellazione delle pareti delle arterie. Egli ha utilizzato la teoria dei materiali poroiperelastici 
(PHE), una generalizzazione della teoria di Fung, ed ha dimostrato che per meglio 
rappresentare le caratteristiche fisiologiche della parete arteriaosa è necessario utilizzare una 
strain energy function a cinque parametri (Mooney-Rivlin) [20-21]. 
Bathe e Kamm (1999) hanno utilizzato un processo iterativo di accoppiamento nella 
modellazione di un flusso pulsatile in un’arteria con diversi gradi di stenosi, con i valori delle 
condizioni al contorno ottenuti da dati sperimentali. Il loro modello è stato confrontato con 
altri modelli matematici ed è stato convalidato da dati sperimentali. Essi hanno scoperto con 
tale lavoro che se si trascurano gli effetti di viscosità del fluido il valore di pressione previsto 
è inferiore a quello calcolato e che la maggior parte della caduta di pressione nella stenosi è 
dovuta all’accelerazione convettiva del flusso di sangue che l’attraversa [22]. 
Konig (1999) ha modellato il solo movimento del dominio fluido. In ingresso e in uscita sono 
state imposte delle pressioni di riferimento, convalidando il modello attraverso dati 
sperimentali. Ha studiato, in particolare, gli effetti della viscosità, concludendo che i modelli 
con grandi valori di viscosità hanno portato a risultati migliori [23]. 
Tang (1999) ha studiato un’arteria stenotica notando che la gravità e l’asimmetria della stenosi 
in modelli con pareti spesse cambia non solo la stessa geometria della parete, ma anche la 
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rigidità e di conseguenza la sua deformazionee e il valore massimo del taglio è notevolmente 
inferiore a quello calcolato in un modello a parete sottile. È giunto alla conclusione che le 
arterie hanno una struttura complessa e non dovrebbero essere trattate come un materiale 
omogeneo [24-25]. 
Zhao (1998) e Xu (1999) hanno utilizzato modelli sia a perete sottile sia di grandi spessori e 
hanno dimostrato che il modello a pareti spesse fornisce risultati più realistici. Il modello di 
calcolo è stato confrontato con i dati ottenuti dalla risonanza magnetica (MRI) svolta su reali 
pazienti. Essi affermano che è difficile fare un confronto diretto a causa delle grandi 
variazioni di anatomia dei vari pazienti [26]. 
Greenshields (1999) ha presentato un metodo a volumi finiti (FV) per risolvere le equazioni 
tridimensionale per entrambi i domini (fluido e solido). Ha usato il metodo iterativo 
utilizzando time steps diversi per i due domini. Lo scambio d’informazioni presso l’interfaccia 
è stato fatto in modo esplicito ed è stata la principale limitazione di tale modello. Il metodo è 
stato in grado di prevedere in dettaglio l’inizio di una propagazione delle onde di pressione, 
ma si è mostrato potenzialmente instabile per strutture molto flessibili come le pareti delle 
arterie [27]. 
Anche se esula dallo scopo di questo lavoro di tesi si ricorda che molti studi sono stati fatti 
anche per capire i principali parametri che favoriscono l’insorgere di patologie, tipo placche 
stenotiche e aneurismi, tramite diversi approcci di misurazione e computazionali, tra cui si 
accennano i lavori svolti da Tadon (1993) per lo sviluppo teorico di un modello matematico 
per la soluzione di un flusso in un condotto dritto cilindrico con all’interno due placche 
stenotiche semi-sferiche poste in serie [28] ed il lavoro di Giddens (1993) per la predizione in 
base a studi fluidodinamici sulla possibile formazione di una placca stenotica [29]. Per quanto 
riguardano, invece, gli studi sugli aneurismi si citano i rispettivi lavori svolti da Li (2005) per 
lo studio di trapianti endovascolari (EVG) [30] e da Leung (2006) per lo studio del modello 
strutturale della parete arteriosa che ha perso elasticità. Leung ha inoltre comparato i risultati 
ottenuti dal proprio modello con quelli ottenuti da misurazioni su pazienti umani con tecniche 
a ultrasuoni [31]. 
 
 
Modelli sperimentali su tubi dritti 
 
C’è una vasta letteratura che coinvolge misurazioni in vivo negli animali e nell’uomo, 
utilizzando misurazioni a petto aperto o altre tecniche come la risonanza magnetica, ma 
poiché sono oltre la portata di questo progetto, non sono menzionate. L’interesse di tale lavoro 
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si concentra su esperimenti con tubi flessibili. Modelli di tubi di gomma sono stati molto 
popolari in passato per la modellazione di tratti di arterie, poiché il modulo di Young di 
particolari gomme è molto simile a quello delle arterie umane. 
Von Kries (1883) ha misurato gli impulsi di pressione presenti nei corpi umani tramite 
esperimenti su un tubo di gomma lungo 4-5 m e di 5 mm di diametro, collegato in testa a un 
serbatoio contenente acqua, che per caduta scorre all’interno dello stesso tubo [32]. 
Klip (1962), rendendosi conto che i valori di velocità e di smorzamento di propagazione delle 
onde di pressione arteriosa potevano essere utilizzati a fini diagnostici, eseguì una serie di 
esperimenti su tubi di diverse lunghezze (fino a 60 m) con parete omogenea, isotropa, 
viscoelastica di diversi spessori. Per creare l’onda di pressione utilizzo un pistone. I primi 4 m 
di lunghezza del tubo furono mantenuti dritti e il resto della lunghezza avvolti a forma di 
spirale per studiare un’eventuale presenza di riflessioni dell’onda di pressione. All’interno del 
tubo scorreva una soluzione di glicerina. Confrontando i propri risultati con quelli ottenuti con 
altri metodi di calcolo, Klip osservò un’affinità con i risultati previsti dalla teoria di 
Womersley per la fase di velocità e leggere differenze per lo smorzamento [33]. 
Ling e Atabek (1972) hanno simulato il flusso di sangue nei cani con un impianto 
sperimentale, utilizzando una struttura di tubi dritti di un composito di fibre di nylon in una 
matrice di gomma e silicone. Il diametro del tubo è stato scelto in conformità a dati 
sperimentali di un cane di medie dimensioni e di spessore di 1 mm con variazioni di 0.1 mm. 
Come fluido si è usata una miscela di glicerina e acqua. La pressione è stata misurata 
attraverso due trasduttori di pressione posti a 50 mm di distanza gli uni dagli altri. La 
relazione pressione-raggio del tubo è stata ottenuta da fotografie, mentre, i profili di velocità 
sono stati misurati utilizzando una soda a filo caldo di velocità [10]. 
Nerem (1971) ha esaminato la transizione verso la turbolenza nell’aorta. Tali risultati, in 
particolare il numero d’onda e il numero di Reynolds, hanno presentato un’analogia con quelli 
ottenuti in flussi costanti laminari [34]. 
Liepsch e Moravec (1984) hanno preparato un preciso modello in gomma di un’arteria 
femorale ed eseguito esperimenti di flusso pulsatile [35]. 
Gerrard (1985) si è interessato alla determinazione del comportamento di tubi infinitamente 
lunghi, in cui era presente il movimento longitudinale. Ha usato tubi in lattice di gomma 
isotropa con piccole viscoelasticità. Egli ha incollato insieme due tubi di 15 m di lunghezza, 
diametro interno di 6.2 mm di spessore e di 1.8 mm. Il tubo è stato riempito con acqua. 
Un’onda di pressione è stata creata da un pistone posto alla sezione d’ingresso del tubo e 
l’altra sezione di estremità è stata chiusa per meglio simulare un tubo di lnghezza semi-
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infinita. Il libero movimento del tubo è stato ottenuto con la sospensione al soffitto attraverso 
fili di cotone posti a 100 mm di distanza l’uno dall’altro. Dal confronto dei dati sperimentali 
con quelli della teoria di Womersley per un tubo infinito senza vincoli si è concluso che, al di 
là della lunghezza del modello utilizzato, c’è accordo tra i vari risultati [36]. 
Deters (1986) ha presentato un modello in gomma da uno stampo di biforcazione aortica ed 
ha misurato la velocità del fluido attraverso la tecnica LDV (Laser Doppler Velocimetry) in un 
unico punto vicino la parete. Il gradiente di velocità alla parete è stato stimato dividendo la 
velocità del fluido per la distanza dal punto di misurazione di velocità alla parete [37]. 
Van Steenhoven e van Dongen (1986) erano interessati, oltre a fenomeni di propagazione 
delle onde, ache agli effetti di chiusura della valvola aortica. Hanno compiuto esperimenti su 
un tubo di lattice riempito d’acqua lungo 0.6 m con 18 mm di diametro interno e spessore 
della parete di 0.2 mm. La pressione transmurale è stata applicata a una sola estremità del 
tubo. Le misurazioni delle grandezze d’interesse sono state eseguite con tecniche 
elettromagnetiche e le misurazioni riguardanti il comportamento della parete erano in buon 
accordo con quelli di Gerrard (1985), dalle quali si sono ottenute la proprietà viscoelastiche 
del tubo. Numericamente il problema è stato risolto con il metodo delle caratteristiche 
considerando anche le onde di riflessione alla parete. Da questi esperimenti si è concluso che 
viscoelasticità della parete è un fattore dominante nel progressivo appiattimento della forma 
d’onda [38]. 
Horsten (1989) ha utilizzato lo stesso tipo di modello e la stessa impostazione sperimentale di 
van Steenhoven e van Dongen (1986), ma con un tubo lungo 0.9 m per simulare la 
propagazione delle onde e per meglio studiare gli effetti di viscosità del fluido. Ha concluso 
che la teoria lineare uno dimensionale di Womersley, in cui il fluido è trattato come 
incomprimibile, descrive abbastanza bene tali problemi. Anche se, in particolare, il valore di 
velocità è sottostimato e lo smorzamento dell’onda è sovrastimato. Le differenze tra i dati 
sperimentali e quelli calcolati sono in parte spiegate dalla non linearità del problema e dalla 
rigidità della parete del tubo [39]. 
Hose (2003) ha applicato, con sucesso, la teoria di Wormesley su un modello di tubo 
estensibile confrontando gli andamenti dei profili di velocità calcolati con l’ausilio del 
calcolatore al variare del numero di Wormesley con quelli teorici, tenendo conto dell’elasticità 
della parete e della non newtonianeità del sangue [40]. 
Zhang (2004) ha sostanzialmente verificato la precisione dei risultati di simulazioni 
d’interazione fluido-struttura svolti con il software ANSYS tramite un modello basato su dati 
geometrici e fisiologici reali e con diverse tipologie di condizioni al contorno. Da tale lavoro 
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si è concluso che i risultati dati dal software, con l’ausilio di subroutine create appositamente, 
risponde correttamente ai risultati teorici [41]. 
 
 
Modelli teorici su tubi conici 
 
La necessità di catturare la natura dell’albero arterioso e definire le sue proprietà fisiche, al 
fine di utilizzarli come i parametri corretti nella modellizzazione, ha portato a un’indagine 
della riduzione geometrica dei tubi. 
Wemple e Mockros (1972) hanno risolto il modello matematico uno-dimensionale non lineare 
con il metodo delle caratteristiche per un tubo flessibile con caratteristiche fisiche reali, 
misurate in esseri umani. La teoria che riguarda l’onda di pressione di trasmissione e di 
riflessione in tubi conici tiene conto del grado di elasticità e di conicità del modello. La 
riduzione geometrica della conicità è molto importante per la presenza di onde di riflessione. 
Grazie a tali esperimenti si è concluso che il modello si comporta in un modo lineare per le 
frequenze d’onda più basse, mentre per le frequenze più elevate gli effetti della non linearità 
sono importanti, poiché la teoria lineare non è in grado di descrivere e risolvere gli effetti di 
conicità del tubo conico [42]. 
Belardinelli e Cavalcanti (1992) hanno utilizzato un modello bidimensionale non lineare. Essi 
sottolineano che la naturale riduzione delle arterie dovrebbe essere presa in considerazione, 
così come è stato indicato dalle misurazioni in vivo. Il loro modello comprende il moto di un 
fluido viscoso in un tubo conico flessibile sotto l’ipotesi di pressione uniforme in ogni sezione 
trasversale dello stesso tubo. I loro risultati mostrano che la riduzione di luce del condotto non 
influenza la velocità d’onda ma solo lo smorzamento dell’onda stessa [43]. 
Einav (1988) ha utilizzato un’analogia elettrica con un circuito LCR (induttanza capacità 
resistenza) per studiare la propagazione delle onde in modo esponenziale in tubi conici, in 
particolare per le riflessioni d’onda in biforcazioni. Il suo modello è stato confrontato con 
quello di Westerhof (1969) e ha portato a dire che la sezione d’ingresso del modello è a bassa 
impedenza per le alte frequenze. Pertanto, la presenza di biforcazioni può incidere 
sull’impedenza d’ingresso del cuore a basse frequenze [44]. 
Anche Chang (1994) ha utilizzato un’analogia elettrica per la soluzione del problema, 
includendo però le proprietà non uniformi del tubo ed ha confrontato i suoi risultati con i dati 
provenienti da misurazioni in vivo in cani. Ha scoperto un buon accordo tra i valori 
d’impedenza dei parametri derivati da suo modello non uniforme e quelli misurati negli 
animali [45]. 
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Fogliardi (1997) ha utilizzato un’analogia elettrica esponenziale per un modello 
rappresentante la circolazione discendente aortica. I parametri fondamentali d’interesse per 
caratterizzare l’impedenza d’ingresso per tale modello sono stati: 
 l’impedenza caratteristica, 
 la conformità del tubo, 
 la lunghezza del tubo, 
 gli effetti di bordi, 
 la costante di tempo del carico, 
 la resistenza periferica. 
Tramite misurazioni di pressione e andamenti del flusso sanguigno, in vivo a petto aperto 
eseguite in cani, si è scoperto che i risultati di un modello di tubo conico presenta una più 
stretta corrispondenza con quelli di un flusso sperimentale [46]. 
 
 
Modelli sperimentali su tubi conici 
 
Dopo un’approfondita indagine su modelli di tubi conici, si è trovata una grande quantità di 
letteratura per quanto riguarda le misurazioni in vivo negli esseri umani e animali, ma solo 
due documenti che studiano la propagazione delle onde in tubi elastici geometricamente 
conici: von Kries (1892) e Reuderink (1988). 
Von Kries (1892) è stato interessato a comprendere la pressione delle onde di pressione del 
flusso sanguigno. Egli è stato il primo a eseguire esperimenti su un tubo conico di gomma 
formato da due tubi dritti di 22 mm e 5.5 mm di diametro collegati tramite un tubo conico 
lungo 140 mm [47]. 
Reuderink (1988) ha utilizzato un tubo di lattice uniforme lungo 0.5 m con diametro esterno 
12.73 mm e 0.14 mm di spessore con una variazione di ± 0.01 mm per il tubo dritto, la parte 
conica varia da 15.88 a 9.45 mm di diametro esterno (46 gradi di conicità). Sono stati utilizzati 
fluidi con diverse soluzioni di concentrazione di sale e glicerina. Il sale è stato utilizzato per 
misurare il flusso elettromagneticamente. Un pistone pneumatico guidato è stato utilizzato per 
generare l’onda di pressione all’apertura. Per l’eccitazione è stata utilizzata una forma d’onda 
a impulso e una sinusoidale. L’onda sinusoidale non ha prodotto un flusso costante. Si sono 
confrontati il coefficiente di smorzamento e l’angolo di fase dell’onda di velocità con quelli 
ottenuti dalla teoria di Womersley e dalle equazioni di Moens-Korteweg. Dal confronto si è 
concluso che il coefficiente di propagazione calcolato è in accordo con la teoria per il modello 
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di tubo a sezione uniforme e costante. Per un tubo conico, invece, si è riscontrato un errore 
nella stima del coefficiente di propagazione. Reuderink afferma, però, che i risultati dei suoi 
esperimenti con tubi conici portano a tali differenze, rispetto anche alle misurazioni in vivo, 
solo in alcuni intervalli di frequenza cardiaca, poiché, per tali valori di frequenza, lo 





Come si è vista la parte dominante del modello teorico è la teoria di Womersley per tubi 
infinitamente lunghi. Tuttavia, per lo studio della propagazione delle onde, vi è ancora un 
certo numero di domande cui non è ancora stato risposto in modo soddisfacente. Vi è, inoltre, 
una mancanza di accordo tra i dati quantitativi dati dalle misurazioni e quelli dati dai modelli 
teorici. In particolare, per quanto riguarda la previsione della velocità delle onde di pressione, 
la teoria lineare dà buoni risultati in accordo con la sperimentazione e le misurazioni in vivo. 




















Sez. 1 x = l / 2 
 
 
Figura C-1 Confronto valori velocità teorici- calcolati al variare della spaziatura (s). 
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Figura C-0-2 Confronto valori rapporti velocità teorici- calcolati al variare del valore di 
rilassamento dei fattori inerziali della quantità di moto (Sez.1, s = 5). 
 
 
Sez. 2 x = l 
 
 
Figura C-3 Confronto valori velocità teorici- calcolati al variare della spaziatura (s). 
 
Figura C-4 Confronto valori rapporti velocità teorici- calcolati al variare del valore di 
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Modello assialsimmetrico 
 




Sez. 1 x = l / 2 
 
 
Figura C-5 Confronto valori velocità teorici- calcolati al variare della spaziatura (s). 
 
 
Figura C-6 Confronto valori rapporti velocità teorici- calcolati al variare del valore di 
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Sez. 2 x = l 
 
 
Figura C-7 Confronto valori velocità teorici- calcolati al variare della spaziatura (s). 
 
Figura C-8 Confronto valori rapporti velocità teorici- calcolati al variare del valore di 
rilassamento dei fattori inerziali della quantità di moto (Sez.2, s = 1). 
  









Di seguito si riporta il calcolo della lunghezza di sviluppo del moto in un condotto 
assialsimmetrico deformabile con parete rigida al variare della tipologia delle condizioni al 







Raggio  r = 2.5 mm 




Figura D-1 Geometria DOMINIO FLUIDO. 
 
PARETE 
Spessore   sp = 0.25 mm 
Lunghezza   l = 50 mm 
Element Type   SOLID 186 
Modulo di Young  E = 200 GPa 
Coefficiente di Poisson υ = 0.4 




Figura D-2 Geometria PARETE. 
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Caratteristiche griglia 
 
Come primo approccio alle simulazioni FSI in ambiente ANSYS CFX è stato creato un unico 


















0.25 SI 10 1 
Solido SWEEP 0.025 NO --- --- 


















Fluido 250 8+10 16 64005 34000 40000 
Solido 100 5 16 194022 41500 --- 
Tabella D-2 Dati statistici della griglia. 
 
 
Condizioni al contorno 
 
Si definisce il DOMINIO FLUIDO in regime laminare stazionario con un valore di pressione 
di riferimento pari a 100 Pa e, con riferimento alla Figura D-1, le seguenti condizioni al 
contorno per le varie sezioni: 
TEST CASE nr. 1 
 Sezione d’ingresso (z = 0) 
Tipo: INLET 
Regime del flusso: subsonico 
Opzione massa e momento: Componenti cilindriche di velocità 
Valore componente assiale: 0.16 m/s 
Nulle le altre componenti 
Asse di rotazione: asse Z 
TEST CASE nr. 2 
 Sezione d’ingresso (z = 0) 
Tipo: INLET 
Regime del flusso: subsonico 
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Opzione massa e momento: Componenti cilindriche di velocità 
Valore componente assiale: 0.32 [m/s] (1-(r/0.0025 [m])
2
) profilo parabolico 
Nulle le altre componenti 
Asse di rotazione: asse Z 
Per entrambi: 
 Sezione d’uscita (z = l) 
Tipo: OUTLET 
Regime del flusso: subsonico 
Opzione massa e momento: pressione statica 
Valore pressione relativa: 0.0 Pa 
 Sezione superficie laterale 
Tipo: WALL 
Influenza della parete sul fluido: no slip 
Definita come superficie d’interazione con il dominio solido. 
 Sezione longitudinale (x = 0) e (y = 0) 
Tipo: SYMMETRY 
Per il DOMINIO SOLIDO s’impongono, con riferimento alla Figura D-2, per entrambi i test 
case, le seguenti condizioni al contorno: 
 Sezione all’ingresso (z = 0): spostamento assiale nullo; 
 Sezione all’uscita (z = l): libera (nessun tipo di vincolo); 
 Superficie laterale interna: Interazione fluido-struttura; 






Dopo alcuni tentativi di prova, si è fissato, per il primo test case: 
 il time step pari a 0.25 s per il fluido in modo da avere 4 cicli di interazione;  
 un secondo ordine di precisione per l’algoritmo di soluzione; 
 il valore di convergenza dei residui medi pari a 1.0 E-8 (criterio RMS); 
 il numero massimo di iterazioni per ogni substep pari a 70. 
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Per quanto riguarda il dominio solido si sono posti 10 substep di soluzione per ognuno dei 4 
cicli di interazione. 
Per il secondo test case, alla luce del tempo di calcolo impiegato per il raggiungimento della 
convergenza della soluzione del caso precedente (10 h e 57 min), si è fissato un time step per 
il dominio fluido pari a 0.5 s in modo da avere 2 cicli di interazione e ridotto il numero 
massimo di iterazioni per ogni substep a 50, lasciando invariata la scelta e l’ordine di 
precisione dell’algoritmo di soluzione e il criterio e valore di convergenza dei residui. 
Per quanto riguarda il dominio solido, in questo caso, si sono posti 5 substep di soluzione per 
ognuno dei 2 cicli di interazione. 







La stima dell’errore della velocità massima del fluido in simulazioni in cui è presente 
l’interazione con la parete non è semplice, perché il valore di velocità varia in funzione della 
deformazione della parete stessa. 
Da un primo confronto dei risultati due test case si nota, però, come l’andamento della 
velocità, in particolare della componente assiale, abbia un andamento diverso nei due casi 
esaminati. Il secondo test case presenta un picco iniziale nell’andamento assiale della velocità 
e poi segue un andamento lineare, come nel caso del primo test case (Figura D-3), pur avendo 
delle continue oscillazioni. Oscillazioni, comunque, piccolissime e rientrabili come ordine di 
grandezza negli errori numerici del codice di calcolo. 
 
TEST CASE nr. 1. 
 
TEST CASE nr. 2. 
Figura D-3 Andamento della velocità lungo l’asse. 
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Per meglio comprendere tale anomalia nell’andamento di velocità si è controllato in un primo 
momento il rispetto delle condizioni al contorno da parte del programma, il quale ha dato 
esito positivo, e in seguito è stata eseguita una terza simulazione con diverse condizioni al 
contorno, per cercare di comprendere come effettivamente ANSYS CFX gestisca la 
condizione al contorno in ingresso di profilo parabolico di velocità. Ossia, se il codice 
gestisca tale tipo di condizione nel rispetto del valore di portata o nel rispetto del profilo di 
velocità, vero e proprio, imposto. La terza simulazione è stata eseguita con lo stesso modello e 
gli stessi settaggi della soluzione del secondo test case, imponendo come condizione al 
contorno alla sezione d’ingresso direttamente il valore della portata. Tale simulazione ha dato 
gli stessi risultati di quelli ottenuti con il primo test case in cui, si ricorda, è stato imposto un 
profilo costante di velocità come condizione alla sezione d’ingresso. 
In conclusione, imponendo il valore della portata in ingresso, si è visto come il programma 
tende, comunque, a crearsi un profilo di velocità piatto in ingresso, anche al di là di un 
eventuale profilo imposto come inizializzazione, visto che le condizioni iniziali sono 
utilizzate dal solutore solo alla prima iterazione come inizializzazione del campo di moto. 
Questo è stato uno dei limiti dell’imporre una portata/profilo di velocità alla sezione 






Visto l’elevato modulo di Young della parete, gli spostamenti della parete stessa possono 
essere considerati nulli. Anche se si nota come i valori di tali spostamenti siano dell’ordine di 
grandezza del reciproco del modulo di Young, come previsto dalla teoria (Figure D-4). 
 
TEST CASE nr. 1. 
 
TEST CASE nr. 2. 
Figura D-4 Spostamenti parete. 
  
143 Appendice D 
A ulteriore conferma di quanto detto nel paragrafo precedente, si nota che i due test case 
presentano due andamenti degli spostamenti della parete completamente diversi tra loro ed un 





Si fa notare che i problemi riscontrati in tale tipologia di simulazioni sono un problema 
propriamente numerico di modellazione, in particolare legati alla combinazione di condizioni 
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